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1 Introduzione.

Il seguente lavoro si propone di analizzare i principali schemi probabilistici
con indipendenza tra le serie. Inizialmente si introduce l'ipotesi di indipen-
denza tra le prove di ciascuna serie, nel qual caso si considerano gli schemi
probabilistici di Bernoulli, Poisson, Lexis e Coolidge, evidenziando in parti-
colare come le differenti assunzioni presenti in tali schemi conducano a ca-
ratteristiche di dispersione diverse, rispettivamente binomiale, ipo-binomiale,
iper-binomiale e asintoticamente iper-binomiale.

Si suppone, in seguito, che esista una forma di dipendenza (lineare) tra le
prove di ciascuna serie, considerando solamente il caso in cui tale dipendenza
si manifesti in maniera uniforme. Analizzando il legame che sussiste tra il
coefficiente di correlazione lineare e la dispersione di uno schema, si ottie-
ne che, anche in tale contesto, la dispersione pué essere di tipo binomiale,
ipo-binomiale e iper-binomiale, a seconda che tra le prove la correlazione sia
rispettivamente nulla, negativa e positiva.

Conoscendo la variabilita delle frequenze relative delle serie é possibile co-
struire, grazie al quoziente di divergenza di Lexis, un test per verificare 1'i-
potesi di dispersione binomiale.

Poiché gli schemi probabilistici rappresentano fenomeni dicotomici, é inte-
ressante applicare tale metodologia all’analisi delle insolvenze nel rischio di
credito, potendo cosi valutare la dispersione di un portafoglio di crediti.



2 GIli schemi probabilistici con indipendenza
tra le prove di una serie e indipendenza tra
le serie.

Si supponga di essere interessati all’ottenimento di un evento A (successo)
in k serie di n; prove ciascuna con j = 1,2,...,k. Per i successivi risultati
sara fondamentale ’assunzione di indipendenza sia tra le k serie che tra le
n; prove di ciascuna serie. Sia dunque Aj; la variabile casuale indicatore
associata alla i-ma prova della j-ma serie, con i =1,2,...,n;e j=1,2,..,k

(2.1)

A= 1 se nella i-ma prova della j-ma serie si verifica ’evento A
7 0 altrimenti

avente le seguenti probabilita di successo ed insuccesso
P{Aji =1} =pji  P{Aji =0} =1 —pji = g;i.

Si definiscano, inoltre, le variabile casuali

g
i=1

che indica il numero di volte che I'evento A si verifica nelle n; prove della

j-ma serie e
k k. nj
BT H W
j=1

j=1 i=1
che rappresenta il numero di volte che 'evento A si é presentato nelle n =
Z§:1 n; prove. Per le precedenti assunzioni le n variabili casuali indicatore
Aj; sono dunque mutuamente indipendenti.
La frequenza relativa dell’evento A nelle n; prove della j-ma serie pué essere
rappresentata mediante la variabile casuale

mentre la frequenza relativa dell’evento A sul totale delle n prove risulta
k k
X 1 X; 1 ~
=—=— —n; | =— M 2.2
p=- n;(ﬂj%) njzlpjnw (2.2)
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che coincide con la media aritmetica ponderata delle frequenze relative delle
k serie con pesi pari a n;. Le variabili cosi definite presentano dunque le
seguenti aspettative e varianze

E(Aj) = pjs V(Aj) = pji(1 — pji)
=Y B(Au) =D pi V(X)) =D V(4 Zpﬂ — Dji)-
=1 =1 =1
(2.3)

Per il calcolo della varianza di X si é impiegata, nella precedente equazione,
I'ipotesi di indipendenza tra le prove.

E(X) = Z Zzpﬂ V(X) = Z Zzpﬂ — pji)-

7j=1 =1
(2.4)
Per determinare la varianza di X si é utilizzata, invece, 'assunzione di
indipendenza tra le serie.

B() = E(X) = -, (25)

V(p;) = %V(Xj) = % ipji(l — pji) (2.6)
b n; 122; i

E(p) = Z #E(@) = Z iji (2.7)
k

V(ﬁ) = Z <%> p] 2 Z ijz pj’L (28>

Gli schemi probabilistici con indipendenza sia tra le prove sia tra le serie
prevedono dunque l'esecuzione di k serie di n; prove ciascuna. Tali schemi
possono essere classificati a seconda delle condizioni in cui si effettuano tali
prove, che influiscono sulle probabilita di successo pj;:

e nello schema di Bernoulli le prove si svolgono nelle medesime circo-
stanze e quindi con le medesime probabilita p;; = p;



e nello schema di Poisson si suppone che le probabilita di successo pj;
varino all’interno della stessa serie, mentre si assumono costanti da serie
a serie

— le probabilitd medie

1 &
J =1
— le varianze
1 & B ,
V]<pjz) = n_ Z(p]z_p])z = sz(p) = 0_2<p) J= 1727 7k7 (210)
J =1

e nello schema di Lexis le condizioni rimangono costanti in ciascuna serie
ma variano da serie a serie, questo significa che p;; = p;, per ¢ =
1,2,..,n;e5 =12 . k;

e nello schema di Coolidge (Pompilj (1967), Zenga (1968)) o schema mi-
sto (Faleschini (1949)) le probabilita di successo pj; variano da prova a
prova e da serie a serie.

2.1 Lo schema probabilistico di Bernoulli.

Nello schema probabilistico di Bernoulli si assume che la probabilita di suc-
cesso sia costante da prova a prova e da serie a serie

Dji =D per i=1,2..n; e j=12 ..k

Sotto tali condizioni le variabili casuali indicatore A;; sono indipendenti ed
identicamente distribuite con parametro comune p e i valori attesi e le va-
rianze delle variabili casuali X; e X, calcolate nelle equazioni (2.3) e (2.4),
diventano

E(X;)=np  V(X;) = ZJV(Ajz’) =n;p(1 —p) (2.11)
E(X) =np V(X) =np(1l —p). (2.12)



L’aspettativa e la varianza della frequenza relativa p, per il cui calcolo con-
viene determinare la speranza matematica e la varianza di p;, in uno schema
di Bernoulli risultano

EG)=p V()= E{(i —p) } _pi-p) (2.13)

1

B =p =) (L) LD HLIP S, P (o)

nj n

Si consideri ora 'aspettativa dello scarto semplice e di quello quadratico tra
la frequenza relativa empirica e quella teorica dell’evento A riguardante la
serie j-ma, ponderato con peso n;

(B0 -wr ()

(& . p)2nj] = n;V(D;) = pg-

Uz

E

Ricorrendo alle note proprieta del valore atteso, si deduce dalla precedente
equazione il seguente risultato !

Eox 2 k k
3 (n_j _p) nj] = an [E(5; —p)’] = anV(@) = kpg. (2.15)

J=1

E

Lo schema di Bernoulli é definito schema a dispersione normale (Boldrini
(1968)) o binomiale (Zenga (2003)).

In tale schema probabilistico X; é una variabile casuale binomiale che, per
n; elevato, pud essere approssimata ad una normale con media e varianza
date dalle equazioni (2.11) (Johnson, Kemp e Kotz (2005), pp. 116). Anche
la frequenza relativa p; della serie j-ma si pué analogamente approssimare
con una normale avente media e varianza date dalla (2.13). Questo significa
che la seguente variabile casuale

pi—E®) _pi—p_ BV
a(p;) a(p;) VPa

1Si noti che la quantitd casuale di cui si calcola I’aspettativa rappresenta una sorta di
"devianza’ delle frequenze relative pj.




si pud approssimare, al devergere di n;, con una normale standard. Ne
consegue che la quantita casuale

(p; —p)?
pq

si approssima, al divergere di n;, con una Chi-Quadrato con un grado di

liberta e quindi

ko~ 2
3 Mnj, (2.16)
~  p
essendo la somma di k£ variabili casuali indipendenti, per I’assunzione di in-
dipendenza tra le serie, si distribuisce, in modo approssimato, al divergere di
n;, secondo una legge Chi-Quadrato con k gradi di liberta. Considerazioni
analoghe applicate alla frequenza relativa p, avente aspettativa e varianza

date dalle equazioni (2.14), permettono di affermare che la seguente variabile

casuale
P-pvnl"  (H-p)?*
{ NG } i n (2.17)

si pu6 approssimare, al divergere di n, con una Chi-Quadrato con un grado
di liberta. Nelle quantitd casuali definite dalle espressioni (2.16) e (2.17)
¢ presente la probabilita di successo p, il cui valore é solitamente ignoto.
Per tale motivo conviene modificare le suddette quantita casuali, affinché
diventino funzioni di parametri noti.

Dalla scomposizione della devianza si deduce la seguente relazione

k

k
> B =0y = (B —p)’ny — (@ —p)

=1 j=1

Dividendo ambo i membri della precedente equazione per il fattore pq si
ricava

~ N

> B, =57, _ Z <pjp‘qp>2nj _G-p?

~

el pq

Avendo dimostrato in precedenza che la prima quantitd casuale presente nel
lato destro della precedente uguaglianza si distribuisce asintoticamente come
una Chi-Quadrato con k gradi di libertd e che la seconda quantita casuale,
considerando sempre il lato destro della suddetta equazione, si distribuisce,



in modo asintotico, come una Chi-Quadrato con un grado di liberta, allora,
per la proprieta associativa della variabile casuale Chi-Quadrato, si deduce
che la seguente espressione

~

(B, —P)°
Z T (2.18)

J=1

si pu6 approssimare, al divergere delle numerosita n;, con una Chi-Quadrato
con (k—1) gradi di libertd. Dalla convergenza in probabilité della frequenza
relativa p, sul totale delle n prove, al parametro ignoto p, si ricava che il
rapporto (pq)/(pq) converge in probabilitd ad uno. Tenendo conto di tale
risultato ed applicando il teorema di Slutsky 2 alla seguente variabile casuale
(b =P, P :i—(@;ﬁ)an, (2.19)
pq

k
— 'pq g

7j=1

j=1

si ottiene che la quantita casuale definita nel secondo membro della suddetta
equazione, che dipende esclusivamente da parametri noti, tende in distribu-
zione, al divergere delle numerosita n;, ad una variabile casuale Chi-Quadrato
con (k — 1) gradi di libert4.

2.2 Lo schema probabilistico di Poisson.

Nel 1830 Poisson formalizzé lo schema delle prove ripetute in condizioni
di indipendenza con probabilitd di successo pj; variabili da prova a prova
nell’ambito della stessa serie. Lo schema probabilistico che da tale autore ha
preso il nome, come gia accennato in precedenza, considera costanti da serie
a serie sia le medie parziali p; = p, con j = 1,2,..., k, sia le varianze a]?(p) =
o?(p) fra le probabilita delle prove di ciascuna serie ®, con j = 1,2,....k,
grandezze che sono state definite in precedenza nelle equazioni (2.9) e (2.10).
Nello schema di Poisson il numero casuale di volte in cui si verifica I’evento A

2Siano {X,}, {Y,} due successioni di variabili casuali e sia § una costante reale. Se
{X,} tende in distribuzione alla variabile casuale X e {Y,} converge in probabilitd a 6,
allora (X, Y,) doXe (X, +Y,) d (X £ 6). Per la dimostrazione di tale teorema si veda
Cramer (1996) pp. 254-255 e Rohatgi (1976) pp. 253-254.

3Le caratteristiche dello schema probabilistico di Poisson coincidono con quelle di uno
schema di campionamento stratificato in cui si estrae una sola unitd campionaria da
ciascuno strato della popolazione (Pompilj (1967), Cap. V).



nella serie j-ma ha aspettativa e varianza che, dalle equazioni (2.3), risultano
essere

E(X;)=nDp V(X;) = iji - p (2.20)

Per il calcolo della suddetta varianza conviene considerare lo scarto Aj; fra la
probabilita di sucesso della prova i-ma della j-ma serie e la media generale

Nji = Dji — P t=1,2,.,n; e j=12,..k
cosi risulta che
Pji =D+ Aji.
Sostituendo il precedente risultato nell’ultimo termine dell’equazione (2.20)
si ottiene
n n n
D P =D P+ =D (0 + X+ 25)0)
i=1 i=1 . i=1 . .
=n;p° + Z )\?i + 21_92 Nji = n;p° +njo*(p) + Qﬁz Njis
i=1 i=1 i=1
nell’'ultimo passaggio si é tenuto conto dell’assunzione di uguaglianza delle
varianze o7 (p) = o*(p) fra le probabilitéd delle prove di ciascuna serie. Dal-
la ulteriore ipotesi che le probabilitd medie p, delle k serie siano costanti,
si deduce che 'ultimo termine Y7, \j; della precedente equazione é nullo,
sostituendo cosi tale risultato nel secondo membro della (2.20) si ricava

V(X;) = n;p(1 = p) — n;o*(p). (2.21)

Dalle equazioni (2.20) e (2.21) si deduce, dunque, I'aspettativa e la varianza
del numero casuale di volte in cui si verifica ’evento dicotomico A in un
totale di n prove

E(X)=np V(X)=np(l—p)—no(p),

per il calcolo della varianza si é considerata l'ipotesi di indipendenza tra le
serie.

Dai precedenti risultati é possibile determinare ’aspettativa e la varianza
della frequenza relativa p dei successi nelle n prove complessive

V(p) = pl—p) o*(p)

n n

E(p) =p



Confrontando i precedenti risultati con le rispettive grandezze (2.14) calcolate
in precedenza nello schema di Bernoulli con n prove e probabilita costante
pari a p, si comprende che nello schema di Poisson si ha la stessa aspettativa
della frequenza relativa p, mentre la varianza risulta minore.

Analogamente allo schema di Bernoulli, si calcola I'aspettativa della somma
ponderata degli scarti al quadrato tra le frequenze relative p; e la probabilita
media complessiva P, con pesi pari alle numerosita n;

S (? _ﬁ>2nj] _ zkjnj E (5, - p)’]

j=1

: (2.22)
=S () VO0) = k(1= )~ ko).

Confrontando tale risultato con quello ottenuto (2.15) nello schema di Ber-
noulli con probabilitd di successo costante pari a p, si comprende perché
lo schema di Poisson é definito schema a dispersione subnormale (Boldrini
(1968)) o ipo-binomiale (Zenga (2003)). La dispersione dello schema di Pois-
son dipende dunque dalla variabilitd o?(p) fra le probabilitd di una serie, in
particolare pit questa risulta elevata, tanto minore sara ’aspettativa della
'devianza’ delle frequenze relative p.

Prima di analizzare il successivo schema probabilistico é interessante con-
siderare la generalizzazione proposta da Faleschini (1949) dello schema di
Poisson, il quale dimostra che, affinché uno schema abbia dispersione ipo-
binomiale, é necessario che le probabilita di successo pj; varino da prova a
prova nell’ambito della stessa serie e che le probabilita medie p; delle diverse
serie siano uguali, per j = 1,2, ..., k, ma al contrario non é necessaria l'ipotesi
di uguaglianza delle varianze 0]2- (p) delle diverse serie. Tale modello é definito
da Faleschini ’schema di Poisson generalizzato’.

2.3 Lo schema probabilistico di Lexis.

Lexis propose nel 1876 il seguente schema probabilistico, che da lui prese il
nome, nel quale le probabilita di successo pj; rimangono costanti nell’ambito
della stessa serie pj; = p;, con @ =1,2,...,n; e j = 1,2,...,k, ma variano da



serie a serie*. Sia dunque
"o
- _ J
b= E bj—
, n
Jj=1

la probabilita media di successo, ottenuta come media aritmetica ponderata
delle probabilita di successo delle singole serie con pesi pari alle numerosita
n; e sia
k .
a*(p;) = Z(Pj —1_9)2#
j=1

la varianza fra le probabilita delle diverse serie.
Dalle ipotesi che caratterizzano lo schema probabilistico di Lexis si deduce
che X; ¢ una variabile casuale binomiale avente parametri p; e n;, per j =
1,2,..., k. Si determina dunque facilmente sia ’aspettativa che la varianza
della frequenza relativa p; della j-ma serie

. 1 . 1 pi(1—p;)
E(p;) = ;E(Xj) =p; V()= PV<XJ) = ]n—] (2.23)
J J J
Essendo
1< 1< 1<
Ep) = > E@®j)n; =p V() =— > V(pyn; = 3 > nipi(1—pj),
j=1 j=1 j=1

si deduce che, analogamente allo schema di Poisson, anche lo schema di Lexis
presenta dunque la stessa aspettativa di uno schema di Bernoulli, nel quale
la probabilita di successo é costante e pari a p durante ’esecuzione di tutte
le n prove.

Per analizzare la dispersione che caratterizza lo schema di Lexis conviene
considerare I'aspettativa della seguente quantita casuale

(& _p)an] =n;E [(5; — pj +p; — D)’

1

E

= n;E[(D; — pj)*] +n(p; — D)* + 2n;(p; — DED; — pj)-
(2.24)

4Uno schema probabilistico di Laplace-Lexis, secondo la definizione di Pompilj, rap-
presenta un particolare schema di campionamento a due stadi (Pompilj (1967), Cap.

VI).
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L’ultima aspettativa della precedente equazione risulta nulla ed, inoltre, dai
risultati (2.23) si deduce che

B (6 - )] £ (s - BG)P) = vipy) = 22

ottenendo infine

E

U2

(& _I_)>2nj] =p;(1=p;) +n;(p; —D)* (2.25)

Per un possibile confronto con la dispersione di uno schema di Bernoulli con
probabilita di successo costante pari a p, é necessario scomporre il fattore
pj(1 — p;). Considerando lo scarto tra le probabilitd di successo della serie
J-ma e la probabilitd media generale
)‘j:pj_z_) j:1727'“7k7
si ricava la seguente relazione
pi(1=pj) =@+ X)L =D—N) =B(1—D)+ (1 —2p) — A},

che, sommata rispetto all’indice j per tutte le k serie, conduce al seguente

risultato
k k k

D opi(l=p) =kp(1 =)+ (1-20) YA = DN

J=1 J=1 J=1

Tenendo in considerazione 'equazione (2.25) si ricava infine

k 2 k k
X,
E Z(n—?—ﬁ) nj] =kp(L=P)+ (L =2p) Y A+ D (0 —D)*(n; — 1),
j=1 J 7j=1 J=1
Definendo

| =

k
P=7> p;
j=1
la media semplice (non ponderata) delle probabilitd di successo delle diverse
serie, é possibile riscrivere la precedente equazione

k

E Z<&_p) nj] — kp(1=p)+k(1=2D)(F—P) + Y _(p; —P)*(n; — 1).

1

j=1 j=1

(2.26)
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Al divergere delle numerositd n;, I'ultima sommatoria tende all’infinito. Ades-
so diviene possibile confrontare il risultato ottenuto con quello (2.15) ricavato
in precedenza nello schema di Bernoulli con probabilita di successo costante
pari a p. Lo schema di Lexis presenta dunque una dispersione supernormale
(Boldrini (1968)) o iper-binomiale (Zenga (2003)).

Tale conclusione appare evidente se si considerano k serie aventi numerosita
costante pari ad m (n; = m per j = 1,2, ..., k): coincidono le medie p =7 e
il precedente risultato (2.26) diventa quindi

k 2 k
> (% —T?) m] = kp(1 =p) + (m —1) Z(pj - )%

j=1 =1

E

2.4 Lo schema probabilistico di Coolidge.

Si consideri infine lo schema probabilistico proposto da Coolidge nel 1921,
che rappresenta una generalizzazione degli schemi di prove ripetute analizzati
in precedenza, dal momento che le probabilita di successo p;; sono libere di
variare sia da prova a prova che da serie a serie.

Per ricavare le caratteristiche della variabile casuale X associata allo schema
di Coolidge conviene procedere nel modo proposto da Zenga (1968): si associa
inizialmente ad ogni serie la variabile casuale X; dello schema probabilistico
di Poisson e si procede in seguito al miscuglio delle k variabili individuate con
pesi pari alle numerosita n; di ciascuna serie. Tale procedimento permette
dunque di utilizzare alcuni dei risultati ricavati in precedenza, ai quali bisogna
apportare alcune modifiche.

Dalle equazioni iniziali (2.3) risulta

E(X;)=> pi=nD; V(X)) = pill=pji) = Y _pji—»_ 5 (2:27)
=1 =1 =1 =1

con 7 = 1,2,....k. Analogamente al procedimento seguito nello schema
probabilistico di Poisson, si definisce

)\ji:pji_]_? i:1,2,...,njej:1,2,...,k

12



lo scarto tra la probabilita di successo della i-ma prova e j-ma serie e la pro-
babiltd media totale. Ricavando dalla precedente uguaglianza pj; si ottiene

ng nj ng
D P =D (pHX) =) (0 + Nt
i=1 =1 . z:]l (228)
n+ > AN +H2D> i
i=1 i=1
Si analizzano i singoli addendi della precedente equazione
7 L] vy
S>XN= wi—-p)*=> (pii—P;+D,— D)’
i=1 i=1 i=1
n; n; n;
= (pji —1;)* + Z(I_?j —-p)? = Z(Pﬁ — ;)% +n;(p; —p)°.
i=1 i=1 i=1

Nello sviluppo del precedente quadrato si trascura il doppio prodotto in
quanto nullo.

nj j

Z)\ji = Z(pji —p) = iji —n;p = n;(p; — P)-
i=1

i=1 =1

Sostituendo i precedenti risultati nella (2.28) si ottiene
1y 5
D v = b+ Y (v = B)* + (05 —P)° + 25n;(F; — ).
i=1 i=1

Riportando tale risultato nella seconda equazione della (2.27) si ricava

Ty

V(X;) = np; — D" — Y (pji — D;)* — ni(D; — D)* — 2pn;(p; — P)-
=1
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Analogamente agli schemi analizzati in precedenza si calcola 'aspettativa
della seguente quantita casuale

X, 1\’ X, o\
() -s[(nen)=
X, 2
=E (—]—T?]) n;| +n;(p; — p)°
U
1 : L RS
= —E{[X; ~E(X))I*} +n;(p; —P)* = — V(X)) +n;(p; = D)
j J
I S Y i )
=p, - — =———2— —25(p; - p) + (b, —D)*(n; — 1)

=p, =D —0.(p) — 20(p; — D) + (B, — D)*(n; — 1).

Nella seconda equazione della (2.29) si é trascurato il doppio prodotto in
quanto nullo.
A questo punto si calcola I'aspettativa del miscuglio, rappresentato dalla
somma degli scarti elevati al quadrato tra la frequenza relativa di ogni serie
e la probabilita media totale p, considerando come pesi le numerosita n; di
clascuna serie

(2.30)

j=1 j=1 j=1 j=1

A seconda delle varie assunzioni dei diversi schemi probabilistici, la preceden-
te espressione contiene come casi particolari i risultati ricavati per lo schema
di Bernoulli, di Poisson e di Lexis. Dalla assunzione di uguaglianza delle
probabilita medie di ciascuna serie p; dello schema di Poisson generalizza-
to proposto da Faleschini (1949), si deduce che le ultime due sommatorie
della precedente equazione sono nulle, e dunque anche tale schema proba-
bilistico, analogamente a quello di Poisson (semplice), presenta dispersione
ipo-binomiale, come anticipato in precedenza.

Per poter effettuare delle considerazioni sul precedente risultato conviene
considerare uno schema di Coolidge composto da k serie avente tutte numero-
sita costante pari a m, in tale circostanza 'ultima sommatoria dell’equazione

14



(2.30) diventa nulla e quindi risulta

k

> (% —1‘9) m] = kp(1 =) + (m — 1) Z(ﬁj -0 =) o)

j=1 j=1 j=1

E

Tale risultato coincide con quello ottenuto da Faleschini (1949). Nell’esame
della precedente espressione si trova conferma della spiegazione fornita da
Boldrini (1968) alla diffusa convinzione secondo cui i fenomeni empirici pre-
sentano per la maggior parte dispersione iper-binomiale.

Nello schema di Coolidge gli ultimi due addendi della precedente equazione
sono entrambi diversi da zero, ma essendo le due sommatorie Z?Zl(]_?j —p)?

e Z?Zl Jf(p) dello stesso ordine di grandezza, al divergere di m, la com-
ponente positiva prevale su quella negativa, ottenendo dunque uno schema
di dispersione iper-binomiale, anche nel caso in cui non siano soddisfatte
le ipotesi dello schema probabilistico di Lexis. Di conseguenza, affinché si
manifesti un fenomeno con dispersione ipo-binomiale, devono essere soddi-
sfatte entrambe le assunzioni dello schema di Poisson, cioé le probabilita
devono variare all’interno della medesima serie, ma le probabilitd medie p;
e le varianze sz (p) devono rimanere costanti da serie a serie. Per rilevare
dispersione iper-binomiale non occorre invece che le probabilita di successo
rimangano costanti da prova a prova in ciascuna serie, purché esse varino da
serie a serie.

Dal momento che, a livello empirico, raramente le probabilitda medie p; e le
varianze aj?(p) sono costanti da serie a serie, si comprende perché un minor
numero di fenomeni presenta dispersione ipo-binomiale, caratteristica dello
schema di Poisson, rispetto a quelli con dispersione iper-binomiale, che per la
maggior parte seguono lo schema probabilistico di Coolidge e solo in piccola
parte quello di Lexis.

3 Schemi probabilistici con dipendenza fra le
prove di una serie ma indipendenza tra le
serie.

In uno schema probabilistico, nel quale si é sempre interessati all’ottenimento
di un evento A (successo) in k serie di n; prove ciascuna con j = 1,2, ..., k, si
introduce a questo punto l'ipotesi di dipendenza tra le n; prove di ciascuna
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serie, mantenendo per6 ’assunzione di indipendenza tra le k serie.

Poiché la seguente analisi si concentra sulle relazioni di dipendenza tra le va-
riabili, si suppone per semplicita che la probabilita di successo p sia costante
da prova a prova e da serie a serie, in altri termini si associa alla variabile
casuale indicatore A;;, definita nella (2.1), le seguenti probabilitd

P{Aﬂzl}:p P{Aﬂ:O}:l—p:q j:1,2,,]€€@:1,2,,n]

Si consideri il caso in cui la dipendenza (lineare) tra ogni coppia di variabili
casuali Aj; e Aj;, con ¢ # [, della j-ma serie, si manifesta in modo uniforme

r(Aji, Ag) =p i# L L, 1=1,2,...,n5 e j=1,2,..k,

indicando con p il valore assunto dal coefficiente di correlazione lineare tra
ogni coppia di variabili casuali di una data serie. Dall’ipotesi di indipendenza
tra le serie si deduce che

(A, Ag) =0 j#s; j,s=12,. ke i=12..n;1=12 . n,

E possibile sintetizzare tale schema probabilistico con un indicatore bivariato®

Aji\Ajl 1 0
1 P11 P1o b
0 DPo1 Poo 1—p
p |1-p| 1

Da questa rappresentazione risulta

Cov(Aj, Aji)  E(AuAy) — E(A)E(Aj)

r(Aj, Aji) = -
e S AT T D
_ =
pi-p "

Dalla precedente relazione si deduce

Cov(Aj, Aji) = r(Aj, Aji)(1 = p)p = p(1 = p)p.

°La seguente rappresentazione é stata proposta da Zenga (2003).
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Analogamente al caso di indipendenza tra le prove, sia X la variabile casuale
che indica il numero di volte che ’evento A si manifesta nella j-ma serie, la
quale presenta in tale contesto aspettativa e varianza pari a

ZAji :ZE(AM):ZZ?:TL]]) j:1,2,...,l{'
i=1

V(X;)=E[X; - E(X ZAJZ n;p

ng o Ny

j

(Aji — p)(Ajs — p)

5
=1 s=
5

i=1 s=1
:ZJ Couv(Aji, A; ZV ji) +ijj Cov(Aji, Ajs)
=1 s=1 1=1 s= 11753

=n;p(1—p)+ni(n; —Vpp(l—p)  j=1,2,.. k.
(3.2)

Si consideri ora 'aspettativa della seguente quantita casuale

E

(& _ p>2 nj] = n;V (?) — nj%[njp(l —p) 4+ nj(n; — 1)pp(1 — p)]

U j 3

= pq + ppq(n; — 1).

Ne consegue che

k 2 k
3 (2& - p) nj] = kpq+ ppq ¥ _(n; — 1) = kpq + ppg(n — k). (3.3)

j=1 J j=1

E

Confrontando tale risultato con quelli determinati in precedenza nei diversi
schemi probabilistici con indipendenza tra le prove, si ottiene la seguente
relazione tra il coefficiente di correlazione lineare p e la dispersione dello
schema probabilistico considerato:

e se p > 0 la dispersione ¢ iper-binomiale, comportamento analogo alla
schema di Lexis;

e se p = 0 la dispersione ¢ binomiale, comportamento analogo allo schema
di Bernoulli;
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e se p < 0 la dispersione é ipo-binomiale, comportamento analogo allo
schema di Poisson.

Per determinare uno stimatore del coefficiente di correlazione lineare p, con-
viene isolare inizialmente p dall’equazione (3.3)

E {Zf_l (f— - p)2 ng} — kpq

p= ,
pq(n — k)
il cui stimatore é ,
k Xi _ 5\ ni| _ kbb
R ijl |:< nJ] p) n]:| n
p= ——
pa(1— )

con p definito nell’equazione (2.2). Se il numero delle prove n é molto grande
rispetto a k, si pué approssimare la precedente equazione come segue®

s {(f—;—ﬁf%]

pq
Si noti che il numeratore di questo rapporto rappresenta la variabilita delle
frequenze relative p;, mentre il denominatore consiste nella variabilitd della
variabile casuale indicatore A;; nello schema probabilistico di Bernoulli con
probabilita di successo costante pari a p.

p

4 1l quoziente di divergenza di Lexis.

Per comprendere se un esperimento soddisfa le ipotesi dello schema di Ber-
noulli oppure degli altri schemi probabilistici analizzati in precedenza sono
stati indicati diversi criteri’.

Il procedimento piu utilizzato é stato proposto da Lexis nel 1876, che si basa
sulla seguente statistica

s 0] s
(kpg)n—1 kpq

611 seguente risultato coincide con quello ricavato da Resti (2001), pp. 127.
"Per una approfondita analisi dei diversi procedimenti proposti in letteratura, con
relativi pregi e difetti, ed interessanti esempi si veda Boldrini (1968), pp.1201.

, (4.1)
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nota come quoziente di divergenza di Lexis. Come é stato gid accennato in
precedenza, il numeratore del quoziente di divergenza rappresenta la varia-
bilita delle frequenze relative p;, e, come si vede dal risultato (2.15), nello
schema probabilistico di Bernoulli I'aspettativa del numeratore e del deno-
minatore coincidono. Questo significa che, se il quoziente di divergenza di
Lexis é prossimo all’unitd, allora 1’esperimento considerato soddisfa le as-
sunzioni dello schema probabilistico di Bernoulli®. Poiché dalle equazioni
(2.22) e (3.3) ricavate in precedenza, ’aspettativa del numeratore del quo-
ziente di divergenza di Lexis risulta minore del denominatore, si deduce che,
se tale rapporto risulta significativamente minore di uno, si propende inve-
ce per uno schema probabilistico con dispersione ipo-binomiale, quindi di
Poisson o per uno schema con correlazione negativa uniforme tra le variabili
casuali indicatore di ciascuna serie. Se infine tale rapporto risulta significa-
tivamente maggiore di uno, per le relazioni (2.26) e (3.3), si predilige uno
schema con dispersione iper-binomiale, dunque di Lexis oppure uno schema
con correlazione positiva uniforme tra le prove di ciascuna serie. Si precisi
che nell’ultimo caso, in cui si rileva un valore del quoziente di divergenza di
Lexis significativamente maggiore di uno, si potrebbe considerare anche lo
schema di Coolidge, dal momento che presenta approssimativamente disper-
sione iper-binomiale al divergere del numero di prove di ciascuna serie.

Per poter costruire degli intervalli di confidenza per il quoziente di divergen-
za di Lexis si osservi che tale statistica é una trasformazione di scala della
grandezza casuale definita nell’equazione (2.19), la quale, si é dimostrato in
precedenza, che in uno schema di Bernoulli, al divergere delle numerosité
nj, tende in distribuzione ad una variabile casuale Chi-Quadrato con (k —1)
gradi di liberta. Fissando quindi un livello di significativita pari ad «, si
ricava che se il valore assunto dalla statistica test

¢ compreso tra i valori che assumono i quantili di ordine a/2 e (1 — a/2)
di una variabile casuale Chi-Quadrato con (k — 1) gradi di libertd, allora si
accetta l'ipotesi nulla che I'esperimento considerato aderisce allo schema di

8Si precisi che in tale caso si potrebbe considerare anche uno schema probabilistico
con dipendenza ed incorrelazione (p = 0) tra le prove, questo significa che tra le variabili
casuali indicatore di ciascuna serie sussiste un legame di dipendenza di tipo non lineare,
ma vista la raritd del caso si preferisce trascurare tale eventualita.
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Bernoulli. Se il valore assunto dalla statistica test risulta invece maggiore
del quantile di ordine (1 — «/2) di una variabile casuale Chi-Quadrato con
(k—1) gradi di libertd, allora si accetta 'ipotesi alternativa e si sceglie o uno
schema di Lexis oppure uno schema con correlazione positiva (uniforme) tra
le prove di ciascuna serie. Nell'ultimo caso in cui il valore assunto dalla sud-
detta statistica test risulti minore del quantile di ordine a//2 di una variabile
casuale Chi-Quadrato con (k — 1) gradi di libertd, si accetta sempre I'ipotesi
alternativa che consiste perd nello schema di Poisson oppure in uno schema
con correlazione negativa (uniforme) tra le prove di ciascuna serie.
Faleschini (1949) ha mostrato come é possibile avere utili informazioni sulla
natura della variabile casuale X esaminando la sua inversa X’. Considerando
k serie di m prove ciascuna, la variabile casuale X' rappresenta il numero di
volte che un evento A si verifica in m serie di k£ prove ciascuna.

Se la variabile casuale X presenta dispersione binomiale, anche la variabile
casuale X' presenta dispersione binomiale. Se la variabile casuale X presenta
dispersione ipo-binomiale o iper-binomiale, anche la variabile X’ ha disper-
sione non binomiale, che pud fornire utili informazioni sulle caratteristiche
della dispersione della variabile casuale X. In particolare se X rappresenta
il numero totale di successi in uno schema di Poisson, allora la sua inversa
X’ indica il numero totale di successi di uno schema probabilistico di Lexis.
Sia dunque z; il numero rilevato di successi che si sono verificati nelle m
prove della j-ma serie e x} il numero osservato di successi nelle k prove della
i-ma serie, se in altri termini i valori 1, ..., ;, ..., ¥ costituiscono una serie
di Poisson, allora z, ..., 2}, ...,/ costituiscono una serie di Lexis.

IERE

prob. delle prove | I serie | ... | j-ma serie | ... | k-ma serie | Serie di Lexis
D1 1 0 1 x
Di 0 1 1 x
D, 1 0 0 x,

Serie di Poisson T T, T DT =T
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5 Conclusioni.

Nell’analisi di un portafoglio di crediti é consuetudine raggruppare i clienti
che presentano caratteristiche simili, secondo 'appartenenza alla medesima
classe di rating, come il modello CreditMetrics (J.P. Morgan (1997)), oppure
in base a perdite simili in caso di insolvenza, come il modello CreditRisk+
(Credit Suisse Financial Products (1997)). Questo significa che considerando
un portafoglio composto da n crediti, le k serie rappresentano le suddette
classi. La variabile casuale indicatore Aj; indica dunque lo stato di insolvenza
o solvenza dell’--ma posizione creditizia appartenente alla j-ma classe.

I1 quoziente di divergenza di Lexis, definito nell’equazione (4.1), permette di
valutare se il portafoglio in esame presenta una dispersione binomiale, ipo-
binomiale oppure iper-binomiale, nel caso in cui esista indipendenza tra le
insolvenze appartenenti a fasce diverse.

Dal primo risultato si deduce che le probabilitd di insolvenza p;; sono costanti
sia da classe a classe sia da credito a credito in ciascuna classe e le insolvenze
sono indipendenti in ogni fascia (schema di Bernoulli).

Una dispersione iper-binomiale evidenzia invece due possibili situazioni: le
probabilita di insolvenza sono costanti da credito a credito in ciascuna classe,
ma variano da fascia a fascia e le insolvenze sono indipendenti in ciascuna
fascia (schema di Lexis) oppure le probabilia di insolvenza sono costanti
da credito a credito e da classe a classe, ma esiste una correlazione lineare
(uniforme) positiva tra le insolvenze della medesima fascia.

Infine nel caso in cui la dispersione risulta ipo-binomiale, si considerano due
diverse circostanze: sia le medie sia le varianze delle probabilita di insolvenza
sono costanti da fascia a fascia, permettendo perd a tali probabilita di variare
all'interno di ciascuna classe e le insolvenze sono indipendenti in ciascuna
fascia (schema di Poisson) oppure le probabilita di insolvenza sono costanti
da credito a credito e da classe a classe, ma esiste una correlazione lineare
(uniforme) negativa tra le insolvenze della medesima classe.
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