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Introduzione

Nell’ambito della regressione lineare il criterio di accostamento tradizionalmente
impiegato per la determinazione dei coefficienti di regressione ¢ il metodo dei mini-
mi quadrati introdotto da Legendre nel 1805.

Tuttavia, gia mezzo secolo prima, Boscovich introdusse ed utilizzo il criterio di ac-
costamento dei minimi valori assoluti che, principalmente a causa delle difficolta
connesse all'impiego dei valori assoluti, non ha ricevuto grande interesse da parte
della letteratura fintanto che se ne evidenzio lo stretto legame con le metodologie
per la soluzione di problemi di programmagzione lineare.

In questo lavoro si esplorano ed illustrano alcune metodologie che impiegano i valori
assoluti nell’ambito della regressione lineare; in particolare si dedica ampio spazio
alla regressione a minimi valori assoluti e alla sua estensione alla regressione dei
quantili.

La letteratura su queste tematiche ¢ abbastanza ampia anche se non si sono trovati
lavori che ne forniscano una trattazione sistematica e completa. E da sottolineare
che spesso si sono riscontrati problemi nell’attribuzione dei principali contributi in
quanto, in diversi casi, gli autori propongono delle metodologie in realta frutto di
un altrui e precedente lavoro senza tuttavia riportare alcuna citazione. E il caso
ad esempio di Laplace il quale, fornendo la formulazione analitica del procedimento
per la determinazione del coefficiente angolare della retta a minimi valori assoluti,
omette di citare che tale soluzione era stata illustrata geometricamente da Bosco-

vich.

Nel capitolo 1 si fornisce una breve introduzione storica con la quale si ¢ cercato
di ricostruire la cronologia dei primi contributi presenti in letteratura in merito al

criterio dei minimi valori assoluti.



Nel secondo capitolo si presenta la metodologia della regressione mediana secon-
do 'approccio descrittivo. In particolare, per la retta di regressione mediana, si
considera inizialmente il caso in cui si impone che la retta passi per un punto e,
successivamente, il caso senza restrizioni. La presentazione della metodologia per
la determinazione dei parametri della retta risulta, soprattutto nel caso vincola-
to, sufficientemente semplice da poter essere presentata come alternativa ai minimi
quadrati in un corso universitario di statistica di base.

Successivamente si considera l'iperpiano di regressione mediana: in questo caso
la determinazione dei coefficienti di regressione si ottiene riconducendo, attraverso
un’opportuna scomposizione dei residui di regressione, il problema di minimo ad un
problema di programmazione lineare. Infine vengono evidenziate alcune proprieta

descrittive dell’iperpiano a minimi valori assoluti.

Nel capitolo successivo gli argomenti vengono generalizzati al contesto della re-
gressione dei quantili introdotta da Koenker e Bassett (1978). Tale metodologia,
originariamente introdotta ed apprezzata per le sue caratteristiche di robustezza, ha
riscontrato grande interesse in letteratura e successo in svariati ambiti applicativi
per la maggiore completezza di analisi che ¢ in grado di offrire rispetto al modello
lineare classico di regressione.

La modellistica della regressione lineare dei quantili ¢ introdotta mediante I'impie-
go delle funzioni di perdita: nella fattispecie si illustra come l'impiego di diverse
funzioni di perdita porti alla regressione a minimi quadrati, a minimi valori assoluti
e, per la funzione di perdita assoluta asimmetrica, alla regressione dei quantili.
Successivamente vengono proposti alcuni esempi che considerano un modello di re-
gressione lineare nel quale la componente casuale segue la distribuzione di Pareto.
Si illustrano infine alcune caratterizzazioni e proprieta degli stimatori ottenuti ap-

plicando la regressione dei quantili.

Nel capitolo 4 la metodologia della regressione dei quantili viene estesa alla regres-
sione per i quantili di quantita che risultano di grande interesse quando si vuole
considerare una modellistica per fenomeni di natura economica, tipicamente non
negativi, quali ad esempio i redditi e i consumi.

Si dimostra che, in analogia al quantile di popolazione, anche il quantile di quantita

vi



puo essere definito come soluzione ad un problema di minimo; le argomentazioni

vengono successivamente estese al contesto della regressione.

Infine, nel quinto capitolo si illustra un ulteriore impiego dei valori assoluti nell’am-
bito della regressione lineare; in particolare si illustra la stima dei parametri del
modello di regressione lineare imponendo la minimizzazione della differenza media
tra i residui. Impiegando una nota espressione per il calcolo della differenza media
di Gini, si illustra come gli stimatori che si ottengono ricadano nella classe degli
R-estimators potendo cosi caratterizzare, al particolare caso considerato, risultati

noti in letteratura.

Vil



viil



Capitolo 1

Breve introduzione storica

1.1 Le origini del criterio dei minimi

valori assoluti: R.J. Boscovich

Il metodo di accostamento dei minimi valori assoluti ha origini ben piu antiche del
pit utilizzato metodo dei minimi quadrati. Infatti nel 1750 (si veda Hald [24] e
Mineo [46]) Papa Benedetto XIV commissiono a Roger Joseph Boscovich, gesuita e
professore di matematica presso il Collegium Romanum, e Cristopher Maire, rettore
dell’English Jesuit College in Roma, la misurazione del primo arco meridiano (el-
litticita della terra) al fine della predisposizione di una nuova carta geografica dello
Stato Pontificio. I risultati della spedizione furono pubblicati in latino nel 1755.

In sintesi la spedizione si basava sulla considerazione che tra la lunghezza di un
arco e la latitudine esistesse una relazione lineare del tipo Y = 3y + (51X dove Y si
riferisce alla lunghezza dell’arco mentre X e una quantita legata alla latitudine.

Siccome il valore dell’ellitticita risulta legato ai due parametri secondo la relazione

ﬁ era necessario stimare (3 e (3.

360

Le misurazioni furono effettuate a cinque differenti latitudini; ' Boscovich ordino
le cinque coppie di osservazioni (x;,y;) sulla base dei valori non decrescenti di X.
In particolare, essendo x; = 0, Boscovich considero Gy = y; e osservo che una sti-

ma per (3; poteva essere ottenuta da ciascuna coppia di osservazioni sulla base dei

LQuito, Capo di Buona Speranza, Roma, Parigi e Lapponia.
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rapporti:

bij:Hi,jzl,...j j>i. (1.1)
Vi 1

Dopo aver ordinato le coppie (z;, ;) sulla base dei valori non decrescenti di z,
per la stima di §; Boscovich considero inizialmente la prima e I'ultima osservazione
(b 5) in modo che vi fosse la massima ”distanza” possibile tra i valori delle latitu-
dini. Successivamente considero la media aritmetica delle stime risultanti da tutte
le (g) = 10 possibili coppie di osservazioni che si possono considerare dalle cinque
disponibili; contestualmente si rese tuttavia conto che le 10 stime fornite risulta-
vano fortemente diverse tra loro. Per questo motivo Boscovich, quando nel 1757
pubblico una sintesi del precedente lavoro del 1755, ritorno sul problema di come
fosse possibile combinare le osservazioni disponibili al fine di avere un valore che
fosse il piu accurato possibile.

Pertanto, circa mezzo secolo prima che Legendre (1805) introducesse il principio dei
minimi quadrati, Boscovich formuld il seguente problema?:

quali correzioni e necessario apportare a delle quantita a,b,c,d ed e date affinche:
I) la loro differenza sia in un dato rapporto;

IT) la somma delle correzioni positive coincida con la somma delle correzioni nega-

tive;
ITI) la somma delle correzioni positive e negative sia minima.

Il problema, espresso in termini attuali, puo essere posto come segue: date due o
pit coppie di osservazioni (z;, ;) di due variabili X ed Y, si tratta di determinare
i valori By e (31 della retta Y = Bo + 51X che soddisfino le condizioni poste.

In particolare le quantita a,b,c,d ed e corrispondono ai valori osservati
Y1, Yo, ... € le quantitd corrette ai valori ¥i,%s,.... Pertanto le correzioni corri-

spondono ai residui:

T :Z/J\i_yi~ (1-2)

2Come evidenziato da Stigler [59], il problema posto da Boscovich ¢ stato affrontato anche da

Thomas Simpson.



LE ORIGINI DEL CRITERIO DEI MINIMI
VALORI ASSOLUTI: R.J. BOSCOVICH

La condizione I che le differenze tra i valori corretti ; siano in un dato rapporto
equivale a richiedere che i valori y; siano legati linearmente a delle quantita note.
In altre parole la condizione implica che:

G- Ge—Gs _Ga—Gi _G1— G
k l m n

(1.3)

dove k,l,m e ,n sono noti.
Riprendendo la relazione lineare y; = 3y + [1;, il valore costante dei rapporti nella

(1.3) ¢ il coefficiente angolare 3 e:
k=x1—29, l=29—23, Mm=2x3— 24, N=2T4— T

La condizione II consiste nel richiedere che:
> {Gi—yt=>_r=0 (1.4)

o, equivalentemente, che la retta passi per il punto che ha per coordinate le medie

aritmetiche delle due variabili (7, 7):
Y—Po—T=0 (1.5)

ovvero:
fo=7— 0T (1.6)

quale che sia il valore di ;. Infine la condizione III consiste nel rendere minima la

somma dei valori assoluti dei residui:

Z’ﬂ’ :Z‘@\Z—yz’ :Z|yi—5o—ﬁorm\ = minimo (1.7)

i

che, tenendo conto della (1.6) diventa:
Z (yi —9) — Bi(z; — T)| = minimo. (1.8)

Si osservi infine che per la (1.4) si ha anche:

S inl= Y = Yl (19)

{i:r; <0} {i:r; >0} i
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Nel 1760 Boscovich forni una soluzione geometrica molto chiara, di seguito ri-
portata, al problema precedentemente posto.
Si consideri la figura 1.1 nella quale sono riportati cinque punti, A,.B,C.D ed E
di coordinate, rispettivamente, (x1,y1),...,(z5,ys5); il punto G indica invece il

centroide (Z,7) per il quale, considerando 'equazione (1.5), deve passare la retta.

Figura 1.1: La soluzione geometrica di Boscovich.

Si consideri ora la retta verticale passante per il centroide: la somma delle
distanze verticali dei punti da tale retta risulta infinita.
Diminuendo il coefficiente angolare di tale retta, se ne considera una rotazione in
senso orario e i residui assoluti diminuiscono fintanto che la retta raggiunge il primo
punto, A nella figura.
Un’ulteriore rotazione (in senso orario) comporta che la retta si allontani dal punto

A e si avvicini invece agli altri punti fintanto che raggiunge il punto successivo (B

4
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VALORI ASSOLUTI: R.J. BOSCOVICH

nella figura).

In generale la retta incontra, ruotando, i cinque punti secondo un certo ordine; con
biy ©=1,...,5 si sono indicati i coefficienti angolari (non crescenti) che tale retta
assume quando incontra, rispettivamente, il primo punto (A), il secondo punto (B)
e cosl via.

Secondo questa simbologia € possibile riscrivere la (1.8) come segue:

2.

)

yi_y—ﬁl

|z — | =

Ty — X

> b — Bl |z — 7.

(1.10)

Si consideri ora la retta con coefficiente angolare b (linea tratteggiata nella figura

1.1): la somma degli scarti assoluti dei punti da tale retta sono:

5
d(b) = _ |z — Z||b; — b]. (1.11)
i=1
Si osservi che le differenze (b; — b) risultano:

e positive se b; > b ossia per i punti che la retta ha gia oltrepassato. Tali sono i
punti sopra la retta (con coefficiente angolare b) nel primo e quarto quadrante

e sotto la retta nel secondo e terzo quadrante (A,B e C nell’esempio);

e negative se b; < b ossia per i punti che la retta non ha ancora raggiun-
to. Tali sono i punti sotto la retta (con coefficiente angolare b) nel primo
e quarto quadrante e sopra la retta nel secondo e terzo quadrante (D ed E

nell’esempio).
Pertanto ¢ possibile riscrivere la (1.11) come segue:

a) = S foi = (b - b) = 3 Jai — 76 — by). (1.12)

b;<b bi>b

La (1.12) evidenzia separatamente il contributo, al valore di d(b), dei punti che la

retta ha gia oltrepassato (b; > b) e dei punti che la retta non ha ancora raggiunto
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(b; < D).

In entrambi i casi il contributo risulta proporzionale® agli scarti assoluti |z; — |.
Conseguentemente la variazione complessiva della somma dei residui in valore

assoluto (1.11) dovuta ad una rotazione della retta risulta proporzionale alla somma

delle distanze Z |z; — Z| ed in particolare si avra:

)

e un decremento proporzionale a
E |z; — 7|
bi<b

per i punti non ancora raggiunti dalla retta;

e un incremento proporzionale a
E |z — 7
b;>b

per i punti gia oltrepassati dalla retta.

In particolare si osserva come, al fine di conseguire una riduzione della somma
delle distanze verticali dei punti dalla retta, sia necessario:

e diminuire il valore di b se Z |z, — | > Z |z; — T

bi<b b;>b

e aumentare il valore di b se g |z, — T| < g |z; — .
b;<b b;>b

In conclusione, partendo dalla retta verticale passante per il centroide G, una di-

minuzione del coefficiente angolare (31, e quindi una rotazione in senso orario della

3Per la similitudine dei triangoli formati dalla retta orizzontale passante per il centroide G,
dalle rette verticali passanti per i punti A,B,C,D ed E e la retta (di cui si vuole determinare il
coefficiente angolare) in ogni fase di rotazione, la variazione della distanza di un punto (x;,y;)
dalla retta dovuta ad una rotazione in senso orario della retta stessa e proporzionale alla distanza

orizzontale |x; — Z|. Tale variazione risulta:
e negativa per i punti non ancora raggiunti dalla retta;

e positiva per i punti gia oltrepassati.
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retta, comporta un decremento della somma degli scarti assoluti dei punti dalla

retta (1.8) fintanto che:

> lmi—z =) e -z >0

bi<p1 bi>p1

Pertanto la somma (1.8) raggiunge il suo valore minimo quando la retta ruotando,

incontra il primo punto tale che:

-z <D | -7 (1.13)

b;<B1 bi>p1

0, cio che ¢ lo stesso:
1
S zi-z| > 52@-5\. (1.14)
bi>p1
Il valore di 4y che rende minima la (1.8) ¢ quindi il coefficiente angolare della retta
che soddisfa la (1.14).

1.2 La soluzione algebrica proposta da Laplace

Nel 1786 Laplace affronto il problema, gia posto da altri autori in precedenza, della
determinazione dei parametri della retta Y = o+ (3: X che consente di minimizzare
il pit grande residuo assoluto:

minmax |y; — fo — Gz, i=1,...,n. (1.15)
Bo,B1

Nel suo lavoro Laplace considero inizialmente quattro delle cinque osservazioni ef-
fettuate da Boscovich senza tuttavia citarlo.

Successivamente, nel 1799, forni per la prima volta un algoritmo per la soluzione
del problema (si veda [24, pp.108-112] per i dettagli).

Sempre nell’ottica di considerare i valori assoluti dei residui, Laplace forni, nel 1799,
una formulazione analitica della soluzione geometrica illustrata nel paragrafo pre-
cedente e proposta da Boscovich.

In particolare, supponendo di disporre di n coppie di osservazioni (x;,y;) (i =
1

x; # T, la procedura proposta da Laplace si articola nelle seguenti fasi:

,...,n) e considerando solo gli m < n termini della sommatoria (1.8) per i quali
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a) si calcola, per ciascuno dei punti, il coefficiente angolare della retta passante per

il centroide G e il punto stesso ottenendo i valori:

=2V (£ ); (1.16)

—

Ti— X

b) si dispongono i coefficienti angolari (1.16) in ordine non crescente:

bay = by = ... 2 bany;  (m < n); (1.17)

c) si dispongono nello stesso ordine?, i valori assoluti dei denominatori dei coeffi-
cienti b(i)i

71 =7, T2 =T, ..., [T — T; (1.18)

d) si calcola la somma di tutti i denominatori dei coefficienti b; presi in valore

assoluto:

D=Y |- (1.19)
j=1

e) il valore 3; che minimizza la (1.8) & determinato come il primo valore b, della
serie ordinata (1.17) per il quale la somma parziale dei primi 7 termini della

1
serie ordinata (1.18) risulta non inferiore a §D:

~ 1
mjan:j —7| > 5D. (1.20)
j=1

La soluzione trovata risulta unica se la (1.20) vale con il segno di disuguaglianza;
nel caso in cui la (1.20) venga verificata come uguaglianza, la soluzione non € unica
e la somma dei residui in valore assoluto (1.7) raggiunge lo stesso minimo per tutti
i valori di (51 compresi nell’intervallo [b(r); b(r+1)}.

Laplace, compresa 'importanza dell’intuizione di Boscovich, estese la procedura
proposta nel 1789 al caso di osservazioni con pesi (frequenze) diversi riformulando
di conseguenza le condizioni I, IT e III in termini di residui ponderati. Laplace in-

serl tale estensione in Mécanique Céleste (1799) senza perd menzionare Boscovich.

4In altre parole si considera lordinamento indotto dai coefficienti b;) sui corrispondenti

denominatori |z; — T|.



IL CONTRIBUTO DI F.Y. EDGEWORTH

Tale mancanza e stata corretta da N. Bowditch nella traduzione inglese del 1966

[51] dell’opera di Laplace.

Successivamente al contributo di Laplace, per circa un secolo non si riscontrano in
letteratura ulteriori contributi che approfondiscano ’argomento.

Le ragioni di questo gap in letteratura sono da ricercarsi nell’introduzione nel 1805,
del metodo dei minimi quadrati, da parte di Legendre. A tale metodo viene at-
tribuita inizialmente una superiorita, rispetto a metodi sino ad allora proposti, in
termini di esattezza ma soprattutto in termini di minore complessita computazio-
nale.

E infatti indubbio osservare che il metodo dei minimi valori assoluti comporta l'uti-
lizzo di strumenti matematici piu complessi rispetto al metodo dei minimi quadrati;
anche dal punto di vista computazionale, tenendo conto degli strumenti disponibili
all’epoca, risultava piu vantaggioso approfondire le tematiche connesse al metodo

dei minimi quadrati.

1.3 Il contributo di F.Y. Edgeworth

Negli anni 1887 e 1888 Edgeworth riprese [8, pp.99-109] il lavoro di Boscovich at-
tribuendolo pero a Laplace.

Nei suoi lavori Edgeworth definisce la soluzione by, della (1.20), mediana pon-
derata® dei coefficienti angolari biy. Per meglio comprendere tale definizione, ¢

sufficiente osservare che, come scritto nella (1.10), risulta:
> Ny —7) = Bulwi — )| =
= |b = Bz — 7.

5Date n osservazioni ordinate 2(1),-+->%(n) € 1 corrispondenti pesi wi,...,wy, la mediana
ponderata ¢ z(; tale che: t=min {]\ Zgzl lw;| > >, |w1|/2} .

Yi—Y _
= =B |z — 7| =
Ty — X
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Risulta quindi evidente che la soluzione ricercata non ¢ altro che la mediana

-y . _
~ con pesi |r; — T|.

ponderata dei coefficienti angolari b; = Y
Da tale impostazione del problema, si avivgrte chiaramente la necessita degli ordi-
namenti dei coefficienti b;, e dei corrispondenti pesi, introdotti da Laplace (1.17) e
(1.18).

In particolare risulta utile in questo contesto una rappresentazione geometrica: a
questo proposito la (1.10) puo essere vista come una funzione non negativa f ().

Si supponga, senza perdita di generalita, che:

ViV V=Y (=1, m—1).
r; — X Tiy1 — T

Yp =Y Ypy1 — Y
Ty —T Tpy1—T

Se (3; assume valori nell'intervallo ( ) la (1.10) puo essere riscritta

come segue:

f(B) = Z |z; — | (51 - gz :i) — Z lz; — | <ﬁ1 - gz :g> (1.21)

i=1 i=p+1

e derivando rispetto a [3; si ottiene:

Fr(B) =Y lei—2= > |oi—7|. (1.22)
=1 i=p+1

Chiaramente la (1.22) ¢ non decrescente all’aumentare di p. Inoltre, dato che f(5;)
e continua, risulta lineare a tratti con derivata prima non decrescente come nella
figura 1.2(a).

La condizione (1.20) di Laplace per 'individuazione del valore ottimo di ; corri-
sponde quindi al piu piccolo rapporto gz—:g in corrispondenza del quale la derivata
(1.22) ¢ non negativa.

Y =Y Ypr1—Y
Ty —T Tpy1 — T
1.2(b), allora ogni valore di f; in tale intervallo minimizza f (/).

Si osservi che, se f' (1) = 0 su un intervallo ) , come nella figura

Nei suoi lavori Edgeworth propone inoltre una procedura (doppia mediana) per

determinare i parametri 31 e (5 del piano Y = 31 X7 + (2 X5 tale che:

Z \yi — i1 — Boa| = minimeo. (1.23)

7
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IL CONTRIBUTO DI F.Y. EDGEWORTH

_ — — > 3
%~y Y, =Y %Y 1
X =X X, =X X, = X

(a)
= — = = >3
Y-y 5 A P Yo=Y '
X =X X, =X Xpy—X X, =X

Figura 1.2: La funzione f(().

Edgeworth fornisce una soluzione geometrica di tipo iterativo che parte dalla rap-

presentazione sul piano (3; — (3, delle rette di equazione:

Yi — b1xy — Pexe; =0 i=1,...,n.
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La procedura risulta abbastanza articolata e si rimanda a Bowley [8] e a Koenker
[36] per una breve esposizione.

Si vuole tuttavia sottolineare che, con la procedura proposta, Edgeworth riconosce
implicitamente la natura convessa del problema di ottimizzazione e precorre le fasi

che sono alla base delle iterazioni di algoritmi basati sul metodo del simplesso.

1.4 La connessione con la programmazione

lineare

Successivamente ai lavori di Edgeworth, per quasi mezzo secolo, non vi sono ulteriori
contributi sul problema della minimizzazione dei valori assoluti dei residui. Solo i
lavori di Rhodes del 1930 [53] e di Singleton del 1940 [56] riprendono la discussione

dell’argomento; tuttavia nessuno dei due autori cita Boscovich.

Un maggiore interesse della letteratura sulla metodologia introdotta da Boscovich
si evidenzia a partire dalla meta del XX secolo grazie all’osservazione della stretta
connessione esistente tra il problema di individuazione dei parametri della retta
che minimizza la somma dei valori assoluti dei residui e la programmazione lineare

introdotta nel 1947.

1.4.1 T.E. Harris (1950)

Il primo che osservo questo legame fu Harris [25] che nel 1950 illustro la procedura
per ricavare i parametri della retta di regressione Y = Bo + 1 X che minimizza la
somma dei valori assoluti dei residui di regressione avendo a disposizione N coppie
di osservazioni (z;,y;) (1 =1,...,N).

Harris riprende inizialmente la soluzione algebrica di Laplace per la determinazio-
ne del coefficiente angolare 3; della retta passante per l'origine osservando che la
stessa puo essere estesa al caso in cui si impone che la retta passi per un qualun-
que punto P (non necessariamente uno degli N dati); successivamente illustra una

procedura iterativa che consente di determinare entrambi i parametri della retta

12
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LINEARE

(B e 1) senza che vi sia alcun vincolo di passaggio per un prefissato punto®. Ta-
le procedura rappresenta quindi un notevole passo avanti rispetto alle situazioni
precedentemente considerate da Boscovich, Laplace ed Edgeworth: non si impo-
ne infatti che la somma dei residui sia nulla ossia che la retta debba passare per
il centroide. Harris illustra con un esempio la procedura proposta evidenziando
in qualche modo le difficolta computazionali; conclude infatti il suo lavoro con la

seguente considerazione:

"With a very little practice one can use this method quite rapidly, although it does

go slowly the first time or two’

Nel suo lavoro Harris evidenzia anche un’importante proprieta che, come si vedra
meglio in seguito, caratterizza la retta di regressione a minimi valori assoluti. In
particolare se con N, , N_ e Nj si indicano rispettivamente il numero di punti al di

sopra, al di sotto e sulla retta di regressione a minimi valori assoluti allora si ha:
IN, — N_| < Ny.

In altre parole la retta a minimi valori assoluti divide la nuvola degli N = N, +N_+
Ny punti in due gruppi la cui differente numerosita [N, — N_| non puo eccedere il

numero di punti Ny che giacciono sulla retta.”

1.4.2 J. Bejar (1956 e 1957)

Nella letteratura riguardante la regressione a minimi valori assoluti e la quantile
regression non vengono quasi mai citati® due importanti lavori di Juan Bejar ri-

spettivamente del 1956 e del 1957.

6Tale procedura verra dettagliatamente illustrata nel capitolo successivo.
"Se si hanno ad esempio 16 punti distinti (z;,v;) e sulla retta di regressione a minimi valori

assoluti giacciono due punti (Ny = 2) allora le possibili numerosita dei punti con residui positivi

e negativi sono:

N, N_
707
6 8
8 6

8Nella letteratura considerata solo Eisenhart [15] cita i due lavori dell’autore.
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BREVE INTRODUZIONE STORICA

Nel primo lavoro [5] Bejar evidenzia chiaramente il legame esistente tra la regres-
sione in mediana® e la programmazione lineare nel caso della retta.

In particolare, data una distribuzione bivariata f(z,y), 'autore definisce la curva
di regressione mediana di y rispetto a z come il luogo geometrico y = g(z) dei punti
che rappresentano le mediane delle distribuzioni di y condizionate ad un valore di
x ossia delle distribuzioni condizionate f(y|z).

La curva di regressione in mediana y = g(x) viene definita dalla seguente condizione:

9(x) [e%S)
[ty = [ sy = ;. (1.2
—00 9(z)

In altre parole la curva di regressione mediana divide il piano cartesiano in due
semipiani D; e D, in modo tale che la massa di probabilita della distribuzione
condizionata sia equamente ripartita tra i due semipiani.

Tra tutte le curve g(z) che soddisfano la condizione (1.24), la curva di regressione

mediana e ricavata imponendo che venga minimizzata:

Ely —g(x)]. (1.25)

Bejar dimostra che:
1

Ely —g(@)] = 5 [E(y) — E(y)]

dove yo e y; sono le variabili dotate, rispettivamente, delle seguenti funzioni di

densita:
2f(z,y) nel semipiano Dy
f? (.17, y) =
0 nel semipiano Dy
0 nel semipiano Do
fl (Ia y) -

2f(z,y) nel semipiano D,

In altre parole tra tutte le curve g(x) che soddisfano la condizione (1.24), quella
di regressione mediana rende minima la differenza tra le aspettative delle variabili

condizionate che si originano da Y troncando la distribuzione bivariata.

9Per la definizione di curva di regressione mediana si veda la 1.24.
10T due semipiani contengono, rispettivamente, i punti —oo e +o0c dell’asse delle ordinate Y.
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LINEARE

Infine Bejar dimostra che le due distribuzioni marginali di X nei due semipiani D,

e Dy sono identiche, pertanto
Ep, (X) = Ep,(X) = 0.

Nel caso della retta, g(z) = [y + Bix, evidenzia come il problema esposto possa
essere formulato come problema di programmazione lineare ed illustra un procedi-
mento per la soluzione.

Nel lavoro del 1957 [6], Bejar ritorna sul problema della determinazione della ret-
ta di regressione mediana illustrando con maggiore dettaglio il procedimento per
ricavare la soluzione e la stretta connessione con la metodologia utilizzata nella pro-
grammazione lineare. Il procedimento risolutivo e poi esteso al piano e all’iperpiano

mediano.

15



BREVE INTRODUZIONE STORICA

16



Capitolo 2

La regressione mediana: un

approccio descrittivo

Nel presente capitolo si presentera la metodologia per la determinazione dei para-
metri della retta, e piu in generale dell’iperpiano, di regressione a minimi valori

assoluti seguendo un approccio descrittivo.

2.1 Introduzione e notazione

Si supponga di disporre di N osservazioni di p + 1 variabili: Y5 X5,..., X;, ..., X,.

In termini matriciali, si ha la seguente rappresentazione:

— T.
y=1MW v ynl";
T11 Tj1 Tp1
1 . S
(Nxp) ‘ 7 e
| TIN ... TjN ... IpN |

Si supponga inoltre che sussista una relazione di dipendenza di Y dalle p variabili

X; (j=1,...,p); obiettivo della regressione ¢ di individuare un modello che sia in

17



LA REGRESSIONE MEDIANA: UN APPROCCIO DESCRITTIVO

grado di descrivere “al meglio” la variabile dipendente Y in funzione delle variabili

esplicative Xy,..., X;,..., X,

Y= f(X1,.... X, X,). (2.1)

II modello (2.1) sara tanto piu adatto a rappresentare la relazione che lega Y
alle p variabili esplicative, quanto piu i valori forniti dallo stesso in corrispondenza
di una osservazione:

Yi = (@1 Ty oo, Ty

risulteranno prossimi ai valori osservati y;.

In altre parole, si vuole che i residui di regressione:
Ti=Yi — Ui 1=1,...,N (2.2)

siano il piu possibile prossimi a zero.
La scelta del modello (2.1) da utilizzare non & ovviamente univoca,; si considerano

modelli lineari nei parametri:
p
?//\z‘ = 611‘11‘ + ﬁnggi + ...+ ﬁjxji + ...+ ﬂpl'pi = Z ﬁjxji' (23)
j=1

Si osservi che ¢ sempre possibile prevedere l'intercetta per il modello (2.3) aggiun-
gendo una variabile esplicativa fittizia di valore costante e pari a 1.

L’obiettivo sara quindi di determinare i wvalori degli ignoti parametri

Bi,...,B, ..., 0, che consentano di minimizzare, secondo un qualche criterio, gli
scarti:
P
Tizyi—@':yi—Zﬁjxﬁ 1=1,...,N. (24)
j=1

Il criterio di minimizzazione degli scarti pitt noto e diffuso ¢ il metodo dei minimsi
quadrati secondo il quale si individuano i valori dei parametri 5; (j = 1,...,p) che
rendono minima la somma del quadrato degli scarti tra valori osservati y; e valori
forniti dal modello 7;:

min > (g —5)°- (2.5)

/617---75]'»---7611 .
i=1
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LA RETTA DI REGRESSIONE MEDIANA

Nel seguito si presentera un criterio di accostamento alternativo a quello dei mi-
nimi quadrati; in particolare, si vedra come determinare i parametri 3, ...,053;,..., 05,
del modello (2.3) che rendono minima la somma dei valori assoluti degli scarti ;.

Il problema e quindi:
N N
min ; — ;| = min ril . 2.6
i, =l w3 26)

2.2 La retta di regressione mediana

Qualora vi sia una sola variabile esplicativa (p = 1) il problema si riduce alla

determinazione dei parametri 3y e 3 della rettal:

y=bir+ B (2.7)

che, dati N punti (x;,y;), rendano minima la somma S dei valori assoluti dei residui

T N N
S:ZW@'—@’:Z\%—@%—ﬁd- (2.8)
i=1 i=1

Si e gia visto nel capitolo 1 come il problema ¢ stato risolto (geometricamente) da
Boscovich (paragrafo. 1.1) e successivamente formalizzato algebricamente da La-
place (par. 1.2) nel caso in cui si impone che la retta passi per il punto che ha per
coordinate le medie aritmetiche dei due caratteri X ed Y.

Si e anche visto che Harris (par. 1.4.1) ha osservato come la soluzione di Laplace
possa essere estesa al caso in cui si impone che la retta passi per un qualunque

punto (non necessariamente il centroide).

Nell’esposizione che segue si fara principalmente riferimento al lavoro di Otto J.
Karst? del 1958 [34] che illustra la metodologia per la determinazione dei parametri

della retta a minimi valori assoluti distinguendo:

a) il caso in cui si impone che la retta passi per un punto specifico;

I Avendo una sola variabile esplicativa, si pone per comodita z; = z. L’intercetta, che si indica

con [y, pud sempre essere inclusa ponendo zo; = 1,7 =1,..., N.
2Karst nel suo lavoro non cita ne’ Boscovich ne’ Laplace.
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LA REGRESSIONE MEDIANA: UN APPROCCIO DESCRITTIVO

b) il caso in cui non si pone alcuna limitazione alla retta.

2.2.1 1l caso in cui si fissa un punto per il quale deve passare
la retta

Si vuole che la retta (2.7) passi per il punto di coordinate (z*,y*), non necessaria-

mente uno degli N punti dati (z;, ;).

Avendo fissato un punto per il quale si vuole passi la retta, il problema si riduce,

in analogia a quanto evidenziato nel capitolo 1, alla determinazione del coefficiente

angolare della retta che rende minima la (2.8). Infatti dovendo essere

y* = By + Bix”

segue che:
Bo=y" — Bx”

e quindi la (2.8) puo essere riscritta come segue:

[
WE

S Iyz- — Bix; — 50|

1

.
I

lyi — Bz — (y* — Bz’ (2.9)

[
WE

1

-.
Il

I
.MZ

(i —y") = Buli — 27|

=1

In primo luogo si traslano per comodita i valori originari (x;, ;) in modo che l'origine
del nuovo sistema di riferimento sia (z*, y*); in altre parole si considerano i ”nuovi”

valori:

i=1,...,N. (2.10)

Con i valori traslati, il problema puo essere riformulato come segue:

determinare il valore di (; della retta:
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LA RETTA DI REGRESSIONE MEDIANA

che minimizza:
N N
S= "l =Tl =D _lv;— Al (2.12)
i=1 i=1

Una volta determinato il valore di (3, 'equazione della retta (2.7), riferita ai valori

originari, si otterra dalla trasformazione:
y—y' = pi(z—z7) (2.13)
E necessario sottolineare che si considerano solamente i punti per i quali:
ri=x;— 2" #0

infatti il contributo di tali punti alla sommatoria (2.12) non dipende dal valore di
(1 ed & costante e pari a y.; non hanno pertanto alcuna influenza nel processo di

minimizzazione.

Per spiegare il procedimento da seguire per la determinazione di 3;, Karst pre-
mette alcune considerazioni geometriche sul minimo di S.
Si consideri a tale proposito il contributo di un singolo addendo nella sommatoria
(2.12) al valore di S:

Si =|(yi —y*) — B (w; — 7))

yi — Yy *

T — i (2.14)
/

=% = Bl

Rappresentando graficamente la (2.14) in un sistema di assi cartesiani riportando

sulle ascisse i valori di 3; e sulle ordinate i valori di .S;, otteniamo la figura 2.1 nella
/

quale si osserva che dal punto di minimo di .5;, di coordinate (—f, 0 |, si dipartono
€T.
(2
due semirette le cui equazioni sono:

/
(L-p )it persi<?

y’.
—(%—@)mzmm>

. |@.\

(2.15)

"
|
SUNEGE

PR NS ENN
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LA REGRESSIONE MEDIANA: UN APPROCCIO DESCRITTIVO

con pendenza, rispettivamente, — |z}| e |x}|.

4 s

. g

Figura 2.1: Il contributo di un singolo scarto |y; — (12| al valore di S.

Un’analoga rappresentazione grafica per ciascuno degli N punti (24, ;) , consente
di “costruire” il grafico di S come somma verticale delle semirette (2.15).
Si considerino ad esempio i punti di coordinate (1;1), (2;4) e (1;3), il grafico di S

¢ riportato nella figura 2.23.

Risulta chiaro, che il grafico di S € una spezzata poligonale convessa composta
da una successione di segmenti adiacenti ciascuno dei quali ha una pendenza pari
alla somma algebrica delle pendenze delle corrispondenti semirette.

Per comprendere la pendenza dei segmenti adiacenti che compongono la spezza-

ta poligonale convessa, ¢ possibile calcolare per ciascuno degli N punti (z,y!) i

3Si osservi che la figura 2.2 & del tutto analoga alla figura 1.2(a).
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LA RETTA DI REGRESSIONE MEDIANA

: : >
0123 '
Figura 2.2: La rappresentazione grafica della somma dei residui assoluti S.
rapporti:
/
=% i=1... N
Ly

e considerarne 'ordinamento non decrescente:

Si indichino con 7} i valori  riordinati secondo I'ordinamento dei corrispondenti
/
. Yi
rapporti b; = =.
x

Per valori di 612< b(1y il contributo S; di ciascun punto al valore di S e, secondo la
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LA REGRESSIONE MEDIANA: UN APPROCCIO DESCRITTIVO

(2.15):

5= (%-5) el
€
= (bu) — B1) |7

pertanto il valore di S risulta:

N N N
S:;Siz;b(i) |5;|—51;|5;’

Cosi il primo segmento della spezzata poligonale, quello piu a sinistra, ha pendenza
— 2 |zl
Si incrementi ora il valore di ) e in particolare si consideri: by < 31 < byay; per il

punto cui corrisponde il rapporto by il valore di \S; risulta:
Si=—(bay = A1) |7}
mentre per i restanti N — 1 punti si ha:
S;=(bpy— )T i=2,...,N

pertanto il valore di S e:

N
S=—(bay—B) B+ _S;
1=2
N
= — (bay — B1) |7 | + Z (b — 1) |7]
1=2

N N
= [Z bay || = b |5'1] — [Z 7| — |35'1|] :
=2 =2

In definitiva I'inclinazione del segmento della spezzata poligonale in corrispondenza
di valori di 3; compresi nell'intervallo (b1y; b)) € — [Zf\iz |z}| — |:?’1\]

La differenza rispetto all’inclinazione del segmento precedente? &:

[z - |-

—2 |7

40ttenuto per £ < b(1y-
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LA RETTA DI REGRESSIONE MEDIANA

Si considerino ora valori di 3, tali che:
by < B < biitr).

In corrispondenza di tali valori di 3, la somma degli scarti assoluti e:

7 N
S==> (bgy=00) [T+ D (b — 51) |7)]
j=1 j=i+1

i N
=—2 (by) — ) |T| + Y (b — 5) [T
p P

N N 7
=1 by |7 —Qme!f}] — b [ZW—?ZW}]
=1 =1 =1

Jj=1

e il coefficiente angolare del corrispondente segmento della spezzata poligonale e:

i N
~/ ~
22 |7 Z |75 -
Jj=1 J=1
La variazione di pendenza rispetto al segmento immediatamente precedente risulta:
~
2 |z

Si osserva quindi che scorrendo la spezzata da sinistra verso destra, l'inclinazione

dei segmenti adiacenti aumenta di 2 |7}| in corrispondenza dei vertici bg;).

La possibilita di individuare il valore di (3; per il quale S & minimo deriva dal-
I'osservazione che i vertici della spezzata di S, cioe i punti in cui vi € una varia-
zione (,ii pendenza dei segmenti adiacenti, si hanno in corrispondenza delle ascisse
bi=% i=1,.,N.

Per determinare il punto di minimo & quindi necessario individuare per quale dei
rapporti b; I'inclinazione dei segmenti che compongono la spezzata cambia di segno

e in particolare diventa positiva.

La procedura proposta da Karst si articola nelle seguenti fasi:
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a) si calcolano i rapporti:

bi=2 =1, N;
X

PN BN

b) si ordinano i rapporti b; in senso non decrescente:

by <bp) < ... < by;

c) si calcola la pendenza del primo segmento della spezzata:
N
D=->l|z;
1

d) si calcolano le pendenze dei segmenti successivi sommando progressivamente a
D progressivamente i valori 2 |7} dove 7, indica che i valori seguono lo stesso
ordinamento individuato al punto b, dei corrispondenti rapporti b;.

Ci si arresta in corrispondenza del valore che comporta un cambiamento del
segno del risultato. Infatti la pendenza dei segmenti diventa da negativa
positiva il che indica che si e individuato il punto di minimo della spezzata

poligonale;

/
e) il rapporto = in corrispondenza del quale ci si ¢ arrestati ¢ il coefficiente angolare
x

della retta ricercata;

f) si ricava il termine noto della retta riferita ai valori originari secondo la trasfor-

mazione (2.13).

Si osserva che la procedura proposta da Karst ricalca la soluzione preceden-
temente formulata da Boscovich e da Laplace e conduce al medesimo risultato.
L’unica differenza risiede nel punto di partenza che, per Karst, e la costruzione
della spezzata poligonale di S da cui la derivazione dell’algoritmo risolutivo.

Risulta tuttavia piu semplice ed immediato determinare il valore del coefficiente
/

angolare della retta come mediana ponderata dei rapporti y—’/ con pesi |ri| come
L

esplicitato da Edgeworth (paragrafo 1.3).
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Si osservi che la retta cosi determinata, oltre a passare per il punto (z*,y*),

® uno degli N punti ed in

per la condizione iniziale posta, passa anche per almeno
particolare per il punto in corrispondenza del quale si € determinato il coefficiente
angolare (3 che minimizza S.

Pertanto si ha la proprieta che la retta a minimi valori assoluti, quando si impone

che passi per un punto (z*,y*), passa anche per almeno uno degli N punti dati.

Questa proprieta suggerisce un algoritmo di soluzione alternativo: in particolare e
possibile considerare le N coppie di punti che si possono formare considerando il
punto (z*,y*) e ciascuno degli N punti (z;,y;) ¢ =1,..., N e calcolare, per ogni

coppia, il coefficiente angolare:

* /

Y —Yy Y
o
ri—x* T

i=1,...,N. (2.16)

Valutando il valore di S per ciascuno dei coefficienti (2.16), & possibile individuare
quale tra questi minimizza S.
E evidente che I’algoritmo appena illustrato, anche se piu semplice, risulta piu

impegnativo in termini computazionali al crescere del numero N delle osservazioni.

Prima di illustrare la determinazione dei parametri della retta nel caso in cui
non vi siano restrizioni, ¢ necessario sottolineare che puo accadere che S non abbia
un unico punto di minimo. Tale circostanza si verifica quando lo stesso valore di
S, il minimo, e ottenuto in corrispondenza di piu valori del coefficiente angolare
(1, ed in particolare per valori di (51 compresi in un intervallo: in questo caso la

rappresentazione grafica di S risulta analoga alla figura 1.2(b).

2.2.2 1l caso in cui non si impongono restrizioni alla retta

Se non si impone che la retta 2.7 passi per un prefissato punto (z*,y*), oltre al

coefficiente angolare, ¢ necessario determinare anche l'intercetta della retta.

5Possono essere anche pitl punti se gli stessi risultano allineati lungo la retta a minimi valori

assoluti.
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In altre parole si vogliono determinare i parametri 3y e (31 della retta y = 1z + 5o

che rendono minima:

N N
S:Z|yi—@|22|yi—ﬁlxi—5o|~ (2.17)
i=1 i—1

Anche in questo caso Karst fa discendere la procedura risolutiva da considera-
zioni geometriche sul grafico di S che in particolare si configura come una superficie

nello spazio a tre dimensioni 3; — Fy — 5.

Si consideri a tale proposito il contributo di un singolo addendo al valore di S

nella sommatoria (2.17):
S; = |yz — o — ﬁ1$i| . (2-18)

E possibile rappresentare sul piano ; — 3y il luogo geometrico dei punti che annul-

lano la (2.18) ossia le coppie di valori (f;; 5y) che annullano lo scarto assoluto dal

punto (z;;y;):

Si=lyi — Bo — frxi| =0

2.19
Bo =yi — Br;. ( )

La (2.19) & una retta sul piano 5y — o, si veda la figura 2.3 (linea continua).

La retta (2.19) bipartisce il piano cartesiano in due semipiani R; ed Ry nei quali si
ha:
i — Po — D1%; er By < vy; — (rx; (Semipiano R,
L Bo — per By < y; — Bra; (Semip 2) (2.20)
—y; + bo + Pix;  per By > y; — frx; (Semipiano Ry)
Si considerino ora le coppie di valori (;; §y) che danno luogo ad uno scarto assoluto
dal punto (z;;y;) pari a S; = ky > 0:
Si = lyi — o — Brxi| = ka
Bo =vy; — Prz; — ki (Semipiano Ry) (2.21)
Bo =y — Prz; + ki (Semipiano R;)
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- _‘yu _ﬂo_ﬂ1x‘:k1>0
""" ‘yi _ﬂo_ﬂ1x‘:k2>k1

Figura 2.3: Il luogo geometrico dei punti (f;; o) che annullano lo scarto S;.

Si ottiene pertanto una coppia di rette parallele ed equidistanti dalla retta (2.19),
si veda la figura 2.3 (rette tratteggiate).
Considerando invece S; = ky > k1 > 0 si ottiene ancora una coppia di rette parallele

ed equidistanti dalla retta (2.19), si veda la figura 2.3 (rette punteggiate).

Se ora si considera la rappresentazione grafica della (2.18), nello spazio a tre
dimensioni #; — By — .9;, si ottiene la figura 2.4 nella quale dalla retta di equazione
yi — Po — Prz; = 0 sul piano 1 — [y, si dipartono due semipiani le cui equazioni

sono le (2.20).

Si osservi che, al variare di kq, le (2.21) corrispondono alle curve di livello di S;.
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lyi — Bo — ;| al valore di S.

(x;,y:), consente

S e un poliedro convesso, si consideri la

(2.22)

p- B

Bo =

(2.23)

S i — B (w5 +p)

S =

1

3
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Figura 2.4: Il contributo di un singolo scarto 5;

Un’analoga rappresentazione grafica per ciascuno degli N punti

di “costruire” il grafico di S come somma verticale dei semipiani (2.20).

La superfice di S che si ottiene ¢ un poliedro convesso (si veda la figura 2.10).

Per comprendere perche la superficie di

famiglia dei piani verticali:

definiti nello spazio a tre dimensioni 3, — 3y — S al variare del parametro reale p;

tali piani contengono l'asse S.

L’intersezione tra uno dei piani® (2.22) e la superficie (2.17) ha equazione:

6Per un particolare valore di p.
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che risulta del tutto analoga alla (2.12) e quindi € una spezzata poligonale convessa
nello spazio 31 — S come nella figura 2.2.
11 discorso vale per ogni piano della famiglia (2.22), al variare del parametro p, e

quindi la superficie (2.17) & un poliedro convesso.

2.2.3 La ricerca del minimo

Si considerino due punti (x;,v;) e (x;,y;) il cui contributo a S ¢, rispettivamente:

Si = |yi — Bo — B
Sj = ly; — Bo — Bra;]
La rappresentazione, sul piano 3, — 3y del luogo geometrico dei punti che annullano

rispettivamente S; e S; da luogo alle due rette (si veda la figura 2.5) di equazione:

Yi — Bo — Prx; =0

2.24
yj—ﬁo—ﬁﬂj:() ( )

Le due rette (2.24) suddividono il piano ) — 3y in quattro regioni per ciascuna

delle quali e possibile scrivere I’equazione della somma dei due scarti assoluti:

)
—(yi + ;) + 2680 + Bi(i +x;) in Ry
= Yi) — T; — T in R

Si + Sj _ (Z/ yj) Bl( j) 2 (2'25)
(vi +y;) — 260 — Bi(z; + ;)  in Ry
(Y5 — vi) = Bilxy; — ) in Ry

Se i due punti fossero gli unici’, le (2.25) fornirebbero le equazioni delle quattro
facce che compongono la superficie poliedrica di S nello spazio #; — Fy — S.
E evidente che in questo caso il minimo di S si ha in corrispondenza del punto di

intersezione tra le due rette per il quale si ha S; = .5; = 0.

Si consideri ora un terzo punto (zx, yx) e si aggiunga, nel piano 3; — 3y la corrispon-

dente retta che annulla Sy (figura 2.6).

"In questo caso N =2e S =8; + S;
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Figura 2.5: Il minimo di S nel caso di due punti.

Le tre rette suddividono il piano [3; — (3 in sette regioni per ciascuna delle quali

e possibile scrivere ’equazione della somma dei tre scarti assoluti:

/

—(yi +yj +yx) + 300 + Bi(ws + x5 + 1) in By
Yi — Y — Yx) + o — Bz — 15 — 1) in Ry
Yi + Y5 — Yk) — Bo — Bi(wi + 35 — x1) in R
Vi +y; +yk) — 300 — (@i +x; +x)  in Ry (2.26)
—yi +y; +yr) — Bo+ Bi(ws —x; —x1)  in Rj
—(Wi +y; —yk) + Po+ i@ + 25 —x)  in Re
LW =45+ uk) = Bo = Bu(i — 25 + ) in Ry

(
(
(
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A
IBO Ve =B = Bx, =0

yl _ﬁ() _Ilel :0

Figura 2.6: Il minimo di .S nel caso di tre punti.

Se i tre punti fossero gli unici®, le (2.26) fornirebbero le equazioni delle sette facce
che compongono la superficie poliedrica di S nello spazio 3; — Gy — 5.
In questo caso il minimo di S si ha in corrispondenza della regione R; delimitata

dai punti di intersezione tra le tre rette.

Le considerazioni sinora svolte e la convessita del poliedro comportano che nella
ricerca del minimo di S, & necessario considerare gli spigoli del poliedro stesso.
A tale proposito si osserva che gli spigoli si trovano necessariamente in corrispon-

denza delle rette di equazione:
Yi— Oo— Py =0 i=1,...,N (2.27)

che giacciono sul piano 5, — (.

Infatti si ¢ visto, (2.20) e figura 2.4, che da ciascuna delle rette (2.27) si dipartono

8Tn questo caso N =3 e S = Si+ 85+ Sk
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due semipiani che rappresentano il contributo 5; dell’s-mo punto alla somma dei
residui assoluti; pertanto l'inclinazione delle facce che compongono la superficie
poliedrica varia proprio in corrispondenza delle rette (2.27).

Essendo la superficie di S un poliedro convesso il suo minimo puo essere:
e una soluzione unica = un punto;
e una soluzione non unica ed in particolare:

- un segmento;

- un poligono.
In particolare:

- se S ha un un unico punto di minimo?; lo stesso si trovera in corrispondenza del

punto di intersezione tra due delle rette (2.27) come nella figura 2.7;

- se S ha pill punti di minimo allineati lungo un segmento'®, allora tale segmento si
trovera in corrispondenza, ed in particolare risulta parallelo, di una ”porzione”
di una delle rette (2.27) delimitata dall’intersezione con altre due rette, come

nella figura 2.8

- se il minimo di S & un poligono convesso'!, lo stesso risulta parallelo al poligono
convesso delimitato sul piano ; — fp da un sottoinsieme delle rette (2.27)

come nella figura 2.9

Per quanto si e osservato sinora, la procedura iterativa proposta da Karst per
la ricerca del minimo di S deve necessariamente iniziare considerando il valore di S
in corrispondenza di una delle rette (2.27) sul piano §; — f.

Considerare una particolare retta tra le (2.27) ad esempio:

y1 — Bo— fix1 =0

9n questo caso il punto di minimo coincide con uno dei vertici della superficie poliedrica.

10Tn questo caso il minimo coincide con uno degli spigoli della superficie poliedrica.
1Tn questo caso il minimo coincide con una delle facce della superficie poliedrica.
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P

A
Yi _/80 _ﬁl)ﬁ =0
,Bo Yi _.Bo _.lej =0
Figura 2.7: Il minimo di .S € un punto.
A S
i\‘
| 1
| 1
| 1
| | B,
1 1 »
T | »
| 1
| 1
| 1
: yl—ﬂo—,BQg =0
1
Yo=By=Bx =0
;=B Bx =0
B

Figura 2.8: Il minimo di S € un segmento.

equivale ad imporre che la retta a minimi valori assoluti passi per il punto di coor-

dinate (x1,y1). Si osservi ora la sezione della superficie poliedrica ottenuta con-

siderandone l'intersezione con il piano verticale y; — By — B1x1 = 0 nello spazio
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By
Figura 2.9: Il minimo di .S € un poligono convesso.

1 — Po — S; tale sezione e il poligono convesso s; (si veda la figura 2.10).

E possibile pertanto determinare il punto di minimo!? di tale poligono seguendo la
procedura illustrata nel paragrafo 2.2.1.

Nella figura 2.10 tale punto ¢ stato indicato con P| = (ﬁfl), ﬂél), S1) e rappresenta
un minimo locale in quanto si € imposto che la retta passi per il punto (z1,¥;); in
altre parole considerando il fascio di rette passanti per il punto (x1,;) (e quindi i
punti sulla retta y; — By — f121 = 0), quella che minimizza S ha coefficiente angolare
b1 = ﬁ{l) ossia si € individuato il punto P; sulla retta y; — 3y — 121 = 0. Il segmento
P, P| individua il minimo locale S;.

Per quanto visto nel paragrafo 2.2.1 (pagina 27), la retta passante per il punto
(x1,41) con coefficiente angolare 3; = 69), passa anche per almeno uno dei restanti
N — 1 punti, diciamo (g, ys).

[ fasci di rette passanti per il punto (x1, ;) e (2, y2) hanno in comune la retta pas-
sante per entrambi i punti e tale retta e rappresentata, sul piano 3, — 3y della figura
2.10 dal punto P; che ¢ appunto il minimo locale precedentemente individuato.

E possibile ora considerare la sezione della superficie poliedrica ottenuta consideran-

12Gi ipotizza di avere un unico punto di minimo locale.
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done l'intersezione con il piano verticale yo — By — 122 = 0 nello spazio 31 — By — S.
Tale sezione ¢ il poligono convesso s, cui appartiene anche il punto di minimo locale
P/ precedentemente individuato.

Se S; non ¢ il minimo assoluto di S allora, per la convessita di .S, P| non puo essere
il punto di minimo del poligono s, e risultera Sy < S;. In altre parole si individua
per il poligono s, un punto di minimo P; = ( ?) , 662), Ss) diverso da P|. Se invece
Sy > S allora P/ ¢ il minimo anche del poligono s, e quindi ¢ il minimo assoluto!?
di S.

Supponendo che Sy < 57, sara necessario ripetere la procedura andando ad indivi-
duare quale punto, tra i restanti N — 2 | incontra la retta passante per (xs,%9) ed
avente coefficiente angolare ﬁfz). Individuato tale punto sara necessario ripetere il
confronto e cosi via.

La procedura termina quando si individua un punto (x;,y;) tale che la retta che

rappresenta il minimo locale:

yi = By = e =0

non incontra un nuovo punto (x;41, ¥;+1) ma "ritorna” al punto dello step precedente

(xi—la yi—1)~

13Qualora sulla retta passante per i punti (z1,y1) e (z2,y2) si trovino altri punti tra gli N dati,

& necessario esaminarli prima di concludere che Pj & il minimo assoluto di S.
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S2

A,

¥

Y1_ﬁo_.31X1 =0

—— o o s

Py

21) )

o P\
B2, g Qz—ﬁo‘ﬂlxzzo

By

Figura 2.10: La rappresentazione grafica di S.
2.3 L’iperpiano di regressione

La procedura iterativa proposta da Karst [34], ed illustrata nel paragrafo 2.2.2,
risulta di immediata comprensione, tuttavia la sua applicazione ¢ limitata al caso
in cui vi sia un’unica variabile esplicativa (p = 1) e quindi alla determinazione della
retta di regressione mediana.
Quando si vuole “spiegare” il comportamento della variabile dipendente Y mediante
due o piu variabili esplicative (p > 2) la soluzione del problema richiede 'impiego
di tecniche di programmazione lineare.
Si ¢ gia visto nel capitolo 1 che sia Harris [25] che Bejar [5] e [6], nell’affrontare
il problema della determinazione dei parametri della retta di regressione mediana,
avevano osservato la stretta connessione esistente con la programmazione lineare.
Nel seguito si illustrera una procedura inizialmente proposta da Charnes, Cooper

e Ferguson [11] nel 1955 e successivamente formalizzata da Wagner [61] nel 1959; si
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fara principalmente riferimento al lavoro di Wagner.
Si supponga di disporre di N osservazioni di una variabile dipendente Y e di p

variabili esplicative: Xq,..., X;, ..., X,.

Si vogliono determinare i coefficienti 31, 32, ..., 3, del modello:
p

Y =3Xi+8Xo+. . 48X+ +8X,=> 34X, (2.28)
j=1

che minimizzano la somma degli scarti in valore assoluto:

N N N p
ZIM!ZZ!%—@\:Z yi—Z@-xﬂ . (2.29)
i=1 i=1 i=1 =1

In altre parole si vuole risolvere il problema di minimo:
N N P
m,..%ﬁ?..,ﬁp; v =5l =, min ﬁ; vi — ;ﬁj% : (2:30)

I problema puo essere posto, si veda Abdelmalek [1], anche come soluzione di un

sistema lineare di NV equazioni in p incognite:

(

ﬁlﬁn + 62]321 + ...+ ﬂjl’jl + ...+ ﬁpxpl = U1

Bra1i + Poxoi + ..+ Bixgi + .o+ BpTpr = Y (2.31)

\ﬁlwlN + Boon + ...+ Bixin + ..+ Bprpn = YN

Si supponga che la matrice dei coefficienti (NX ) abbia rango pieno di colonna:
Xp

r(X)=p<N.
Se la matrice orlata ottenuta accostando a X il vettore colonna dei termini noti
y=1[y1-..%...yn]T harango p + 1:
r(X,y)) >r(X) = r(X,y))=p+1

il sistema (2.31) & detto inconsistente!® (o impossibile).

14Non ¢ infatti soddisfatta la condizione di Rouché-Capelli

r([X,y]) = r(X)
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In questo caso risulta impossibile trovare degli scalari 3, ..., 8, che consentano
di ottenere il vettore dei termini noti y come combinazione lineare delle colonne
della matrice X.

E allora possibile ricercare una soluzione

che consenta di ottenere valori:
Y= 0. on"
il piu possibile prossimi al vettore dei termini noti:

Yy = [yl...yi...yN}T-

Se la distanza tra i vettori y e y viene valutata in L;, allora il problema risulta:
N

N
mAnZwi — Gl =) Il (2.32)
=1

i=1

2.3.1 Larappresentazione dei residui come differenza di due

quantita non negative

La possibilita di risolvere il problema di minimo (2.30) & principalmente dovuta
all’espressione, presentata per la prima volta da Charnes, Cooper e Ferguson [11],
del generico scarto r; = y; — y; come differenza di due quantita non negative.

E noto infatti che ogni numero reale puo essere espresso come differenza di due
quantita non negative, cosl ¢ possibile esprimere il generico residuo di regressione
r; come:

T =& — (51 con g;, 52 2 0. (233)

La rappresentazione (2.33) non ¢ in generale unica ma diventa unica quando si

impone il vincolo che la somma (g; + 0;) sia minima; in questo caso si ha:

E; =T; 5120 S€T¢>O

=0 6 =-r; ser;<0]|
g, =20 5120 ser; =0

necessaria e sufficiente per 'esistenza di soluzioni di un sistema lineare. Si veda ad esempio Faliva

[16].
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Si consideri ora il singolo addendo della (2.29); il generico residuo puo essere

positivo, negativo o nullo:

>0 sey; > Z?:l Bjji
T <0 sey <>, Bjwy (2.34)
= O se Y, = Z?:l ﬂjxﬂ

Dalla (2.33) si ottiene pertanto la seguente rappresentazione:

gi=mr; 0; =0se Y; > Z§:1 6jxji
ri=—0 =>=0 0 =-rsey < Z?:l Bj;i (2.35)
ei=0 &i=0sey; =>" By

Ovviamente la rappresentazione (2.35) puo essere adottata per ciascuno degli

N punti; inoltre si ha:

P
Yitei— 0= Zﬁjxji +e— 0=y (2.36)

i J=1

Le precedenti considerazioni possono essere interpretate anche in termini geometrici.

Si supponga per semplicita che il modello utilizzato sia la retta:

Y= P+ P (2.37)

Preso uno qualunque degli N punti (z;,y;), i = 1,..., N, si possono presentare tre

casi (si veda la figura 2.11):

i) il punto giace sopra la retta come nel caso del punto (z, ;). Per questo punto
si ha:
Yt > Y = Bo + Py
pertanto, secondo la (2.35), si ha r, =&, e §; = 0;

ii) il punto giace al di sotto della retta come nel caso del punto (zy, yx). In questo

caso:
Yr < Yk = Bo + Py,

pertanto, secondo la (2.35), si ha 6 = —ry e g = 0;
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iii) il punto giace sulla retta come nel caso del punto (z;,y;). Per questo punto si
ha:

y =y = Bo+ B

pertanto, secondo la (2.35), si ha r, = ¢, = §, = 0.

%4

y=,+ X
glk """"""""""""""""""""""""""
Y = 9| """"""""""""""" _
i 0, =—r
yt ______________ i }g: =0 “
VA i o
Y| pTTTTTTTTTTTTT T ]
A i i
: i ! X
! -
X X X

Figura 2.11: La rappresentazione dei residui come differenza di due quantita non

negative.

2.3.2 La determinazione dei coefficienti dell’iperpiano di re-

gressione come problema di programmazione lineare

Sulla base della rappresentazione dei residui illustrata nel paragrafo precedente, e

possibile riscrivere la somma degli scarti assoluti (2.29) come segue:

N N
il =) lei — 6l (2.38)
=1 =1
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Inoltre, ricordando che, per ciascuno degli N punti, almeno uno tra ¢; e ¢; & nullo'®,
la (2.38) diventa:

N N N
Z|5z‘ — 4| = Z€¢+Z5i (2.39)
i=1 i=1 i=1
A questo punto risulta evidente che la ricerca dei parametri dell’iperpiano di regres-
sione (2.28) che minimizzano la somma dei residui assoluti equivale a determinare
B1, Ba, - .., By che rendono minima la (2.39) tenendo conto che deve valere, per cia-
scuno degli N punti, la (2.36) e deve essere ¢;,0; >0 i=1,..., N,
Indicata con z la funzione obiettivo lineare (2.39) che si vuole minimizzare, il pro-
blema di minimo (2.30) puo essere pertanto riformulato come il seguente problema

di programmazione lineare:

N N
min z = i+ Y 0 2.40
/817'“’61) Z Z ( )
E1,EN =1 =1

> Bixjite— 0=y i=1,...,N (2.41)
j=1
>
520 j=1....p (2.42)
Eiy 61 >0 1= ]_, , (243)

nel quale si vuole minimizzare la funzione obiettivo lineare z soggetta agli N vincoli
di uguaglianza (2.41) e ai 2V vincoli di non negativita (2.43) sulle variabili ¢; e ;.
Rispetto ad un problema di programmazione lineare espresso in forma canonica!®, il

problema (2.40) non prevede il vincolo di non negativita delle p variabili decisionali

1511 metodo del simplesso, utilizzato per la soluzione di problemi di programmazione lineare, assi-
cura che g; e d; non possano essere contemporaneamente variabili di base e quindi necessariamente

una delle due deve essere nulla; si veda [11, pag.141].
16Un problema di programmazione lineare & detto in forma canonica quando & del tipo:

max z =121+ CoTa + ...+ CpXp
xX

soggetta ai vincoli
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Bj (jzl,,p)
Tuttavia, secondo considerazioni del tutto analoghe a quelle viste nel paragrafo
2.3.1, e possibile rappresentare ciascuno dei coefficienti 5; (j = 1,...,p) come

differenza di due quantitd non negative!”:

ﬁj:dj—w]‘ ]:1,,p

Inoltre al fine di poter riscrivere il problema (2.40) in forma canonica ci si puo ricon-
durre ad un problema di massimo semplicemente moltiplicando per —1 la funzione
obiettivo!®,

In definitiva il problema di minimo (2.40) puo essere riscritto come:

N N
= — & — 61 2.44
AR o

wi;...,Wp
€1, HEN
01,-,0N

soggetto ai vincoli

p
Z(dj—wj) xji"i_gi_(;i:yi Zzl,,N (245)
j=1
dj,’U.)j}O ]:1, P 246)
1,0, >0 i=1,....N (2.47)
a1r1+ a12To+ S Fa1pT, = b
anTi+ a2+ ... Haxr, = b
Am1T1+  GmaTet+ ... FampTp = by

z; 20, j=1,...,p.

E possibile dimostrare che ogni problema di programmazione lineare, anche con variabili non ne-
cessariamente non negative, puo essere risolto riconducendosi ad un problema di programmazione

lineare in forma canonica (si veda ad esempio Kolman e Beck [43]).
1"Tn realtd gli algoritmi implementati in alcuni pacchetti informatici rendono superfluo questo

ulteriore passaggio in quanto consentono di specificare il limite inferiore e il limite superiore per

ciascuna variabile decisionale coinvolta nel problema di programmazione lineare.
181a soluzione al problema di minimo (2.40) si otterra premoltiplicando per —1 la soluzione al

problema di massimo.
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I1 problema (2.44) consta di 2p 4+ 2N variabili
dl,...7dp; Wi, ...,Wp; €1,.-.,EN; 51,.‘.,51\[

e di N vincoli di uguaglianza (2.45) oltre ai vincoli di non negativita (2.46) e (2.47)
sulle variabili.
E possibile rappresentare il problema anche in termini matriciali; a questo

proposito si osservi che:

i) i coefficienti delle variabili d;, w; (j = 1, ..., p) nella funzione obiettivo sono nulli;
ii) i coefficienti delle variabili &;,0; (i = 1,..., N) nella funzione obiettivo sono —1;
iii) 1 coeflicienti delle variabili d;, w; (7 = 1,...,p) nel generico i — mo vincolo di

uguaglianza (2.45) sono rispettivamente x;; e —zj;

iv) i coefficienti delle variabili €;,6; (i = 1,..., N) nel generico i — mo vincolo di

uguaglianza (2.45) sono rispettivamente +1 e —1.

In definitiva il problema espresso in termini matriciali e:

max, 2z =c'v

sa. Ax=y (2.48)
v>0
dove:

11 To1 .. Tp1 —T11 —T21 ... —Ip1 10 ... 0 -1 0

A - T12 Tog .. Tp2 —X192 —T22 ... —Tp2 01 ... 0 0 —1
_JZlN ToN ... TpN —XIN —IT2N ... —IpN 00 ... 1 0 0

T

c=[o0 ..000 . 0 -1 -1 -1 -1 -1 .
T

V:|:d1 d2 dp w W2 ... Wp &1 &2 ... EN 51 62 6N:|
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T
Y=\ vy ... yN]

Se si indica con (X ) la matrice che riporta per riga i valori osservati delle
NXxp
p variabili esplicative e con Iy la matrice identita di ordine N, la matrice dei

coefficienti dei vincoli A puo essere riscritta come segue:
A=|X | =X | Iy | Iy

Dopo aver risolto il problema (2.48), i coefficienti dell’iperpiano di regressione si

ottengono per differenza:

51 dy w1y
52 dy W

By dp Wp

Inoltre per ogni valore dell’indice i, almeno una delle variabili €; e d; deve essere
nulla!®.

Prima di concludere & necessario aggiungere che Wagner [61] nel suo lavoro
non risolve direttamente il problema di programmazione lineare (2.40) ma propo-
ne di utilizzare il corrispondente problema duale con il vantaggio di ottenere una

considerevole riduzione del numero di variabili decisionali.

19Saranno entrambe nulle quando il punto giace sull’iperpiano di regressione.
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2.4 Alcune considerazioni sugli stimatori in [,

Nel seguito si fara riferimento al caso in cui si abbiano N osservazioni di p + 1

variabili: Y; Xy, ..., Xj,..., X, che, poste in termini matriciali, sono:

y=w v .y~

11 oo Tj1o ... Tpl
18 - i i
(N'xp)
| iIN -+ TjN ... TpN]

e si vogliano determinare i parametri:

del modello:
y=Xpg

tali da rendere minima la somma dei residui in valore assoluto:
p
Yi — Bjxij
1

N
- =

FB)=>"

=1
N
1

i=

(2.49)

=[ly — X8l = [[r(B)]]
dove:
e X; indica l'--ma riga della matrice X;

e < - - > indica l'operazione di prodotto scalare tra due vettori;

e || -|| indica la norma® in Li;

20Dato un vettore x € RV si definisce norma in Ly del vettore x:

N
Ixl] = lail.
i=1
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e r(3) indica il vettore dei residui

TZ(/B):yZ—<XZ,,B> 1=1,...,N.

Il problema di minimo ¢ pertanto:

min . 2.50
o f(B) (2.50)

E possibile dimostrare che la funzione (2.49) ¢ continua e convessa?!.

2.4.1 L’insieme delle soluzioni

La soluzione al problema di minimo (2.50) non ¢ in generale unica. Si indichi con

M Ulinsieme delle sue soluzioni:

M={8 € ® : f(B) < f(v)Vy € R} (2.51)

E possibile dimostrare che l'insieme M e non vuoto e, sotto talune condizioni, e

anche limitato. Vale infatti il seguente:

Teorema 2.4.1 Data la funzione [ (2.49), M # (. Se la matrice X ha rango

pieno di colonna

r(X)=p<N

allora M ¢ limitato, altrimenti Card(M) > 1 e M ¢ illimitato®.

Il teorema (2.4.1) assicura che esiste almeno una soluzione al problema di minimo
(2.50) e quindi Card(M) > 1. Inoltre garantisce la limitatezza dell’insieme M qua-
lora la matrice X abbia rango pieno di colonna.

Se invece r(X) = k < p, allora Card(M) > 1.

Si osservi che la condizione r(X) = p non garantisce comunque 'unicita della solu-

zione.

2INel caso della retta si era gid esaminata la funzione (2.49). Si veda pag. 10.
22Con Card(M) si ¢ indicata la cardinalith dell’insieme M.
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L’insieme M delle soluzioni ¢ convesso infatti presi 8,82 € M e\ € [0,1] si ha:

N

OB +(1=0B%) =Y (= <x:, 8" >) + (1= ) (g~ < x;, 82 >)]

SALBY+ (=) f(8?)
=f(BY) = f(8?)

Data la convessita di M si ha:
Card(M)>1 = Card(M) =

infatti ogni combinazione lineare convessa di due elementi di M appartiene ancora
all’insieme M.

E possibile effettuare ulteriori considerazioni sugli elementi appartenenti ad M, tut-
tavia per non appesantire la trattazione si rimanda al testo di Bloomfield e Steiger

[7] per ulteriori approfondimenti.

2.4.2 Alcune proprieta

Nei paragrafi precedenti, quando si e presentata la procedura per la determinazione
dei parametri della retta che minimizza la somma dei valori assoluti dei residui, si

¢ osservato che la retta:

e passa per almeno uno degli N punti (z;,¥;), quando si impone che la retta

stessa passi per un qualsiasi punto (z*, y*);

e passa per almeno due degli N punti (z;,¥;), quando non si impongono restri-

zioni alla retta stessa.

Un’analoga proprieta vale anche nel caso dell’iperpiano a minimi valori assoluti.
Nel seguito si illustreranno questa ed altre proprieta facendo principalmente riferi-
mento a Appa e Smith [2], Gentle, Sposito e Kennedy [21], Bloomfield e Steiger [7]

e Sposito [58] ai quali si rimanda per le dimostrazioni dei teoremi che seguono.

Teorema 2.4.2 Sia k < p il rango della matrice (X X allora esiste un vettore
NXxp

B € NP tale che almeno k residui r;(B) sono nulli.
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Se la matrice X ha rango pieno di colonna:
r(X)=p<N

significa che un numero p degli N punti giacciono sull’iperpiano a minimi valori
assoluti e quindi ne determinano 1’equazione.

Nel caso della retta (p =2 e x;; =1 ¢ =1,...,N) si ha pertanto che la stessa
passa almeno per due degli N punti dati.

Il teorema (2.4.2) suggerisce un possibile algoritmo per la soluzione del problema
di minimo (2.50):

a) individuare tuttii possibili sottoinsiemi di p elementi J = {jy,...,j,} di{1,..., N};

b) indicata con X[; la matrice quadrata di ordine p ottenuta selezionando da X le
righe {j1,...,jp} € con yp la medesima selezione degli elementi del vettore

y, se la matrice X|; ¢ non singolare, calcolare:

B=(Xy) vy

e valutare f(3);

c) la soluzione del problema di minimo (2.50) ¢ il vettore B in corrispondenza del

quale si ottiene il valore pilt basso di f(/3).

L’algoritmo appena descritto comporta la soluzione di (p) sistemi lineari di p equa-
zioni in p incognite e la sua complessita computazionale cresce quindi smisurata-

mente al crescere di V.

Nel caso di N dispari vale inoltre la seguente proprieta (si veda Sposito [57]):

tutti gli iperpiani ottimi** hanno in comune un punto tra gli N dati.

Nel paragrafo (par. 1.4.1) si e visto che Harris aveva osservato, per la retta a minimi
valori assoluti, una proprieta relativa al segno dei residui.
Un’estensione di tale proprieta si ha nel caso piu generale.
A tale proposito si osservi che, data una soluzione al problema di minimo (2.50)
B € M, ¢ possibile considerare una partizione dellinsieme {1,..., N} degli indici

degli N punti; in particolare si indichino con:

23Elementi dell’insieme M.
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° Zg= {i :+ r(B) = 0} l'insieme degli indici dei punti che hanno residuo nullo

(giacciono sull’iperpiano);

e Ng = {i : r;(B) <0} linsieme degli indici dei punti che hanno residuo

negativo;

° Pg = {i + r(B) >0} l'insieme degli indici dei punti che hanno residuo

positivo.
Ovviamente i tre insiemi sono disgiunti, inoltre:
{1,...,N}:Zﬁ U Ng U Pg.
Siano Ny, N_ e N, rispettivamente le cardinalita degli insiemi Z/@’ NB e PB'

Teorema 2.4.3 Se 3 € M exy =1 1 =1,...,N (il modello (2.1) prevede
Uintercetta) allora:

IN- = N[ < No (2.52)

Il teorema (2.4.3) afferma che, per gli iperpiani che includono l'intercetta, data
una soluzione ottimale al problema di minimo (2.50), il valore assoluto della diffe-
renza tra il numero dei residui negativi e quelli positivi, non puo eccedere il numero
dei residui nulli.

Pertanto, per N elevato, la frequenza relativa dei punti con residuo positivo o ne-

gativo € prossima a 3 Infatti, fisso restando il numero p dei punti che giacciono

sull’iperpiano, se N >> p allora il rapporto % risulta trascurabile e:

N. N, _
N N

N | —

In questo contesto si apprezza 'analogia con la mediana di N valori; infatti per
definizione il numero di valori con intensita minore (maggiore) o uguale alla mediana
¢ almeno 5

Allo stesso modo l'iperpiano di regressione, a minimi valori assoluti, ripartisce gli
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N punti in due gruppi le cui numerosita rispettano la (2.52).

Si osservi ora che la (2.52) puo essere riscritta come segue:
—No < N_— N <N (2.53)
Considerando la prima parte della doppia disuguaglianza (2.53) si ha:

~Ny<N_— N,
No>-N_+N, (2.54)
No+N_>N,

Considerando la seconda parte della doppia disuguaglianza (2.53) si ha:

N_— N, <Ny
(2.55)
N_< Ny + N
Unendo i due risultati si ottiene:
N_+ Ny = N
A (2.56)
Ny + Ny > N_

Pertanto dalla (2.56) si deduce che la mediana dei residui ¢ zero.
Si riscontra quindi un’analogia con il metodo dei minimi quadrati nel quale si ha

invece che la media aritmetica dei residui ¢ nulla.

Sempre considerando la partizione dell’insieme degli indici:
{17""N}:Z,3 U N/@ U PB

¢ possibile dimostrare, si veda ad esempio Gonin e Money [22, pag. 9] o Bloomfield

e Steiger [7, pag. 24-26], che condizione necessaria e sufficiente affinché 3 € M e

I'esistenza di costanti —1 < o; <1 j=1,..., Ny tali che:
> > >
;X + X; — x; = 0.
ieZﬁ iePﬁ ieNﬁ

Trattando dell’insieme M delle possibili soluzioni, si € osservato che puo accadere
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che la cardinalita di tale insieme sia infinita; in altre parole possono esistere infinite
soluzioni al problema di minimo (2.50).

La non unicita della soluzione non ¢ in generale un aspetto positivo in un problema
di minimo e ci si aspetta almeno che le soluzioni non siano molto diverse tra loro.

A tale proposito vale il seguente teorema:

Teorema 2.4.4 Siano B',82 € M con Bt # 32, allora:
PﬁlﬂN zzNﬂlﬁP 2:@.

Il teorema (2.4.4) garantisce che, prese due soluzioni 3' e (32 al problema di minimo
(2.50), non accade che per il medesimo punto (x;,y;) € RPT! il residuo sia positivo
(negativo) rispetto alla soluzione B e negativo (positivo) rispetto alla soluzione (3?;

in altre parole deve essere:
ri(BY)ri(B%) >0  i=1,...,N.

Quindi se un punto (x;,y;) € RPT! presenta, rispetto ad una soluzione ' € M
residuo positivo (negativo) allora, indicata con 8% € M una qualunque altra
soluzione, il punto avra, rispetto a 32, residuo positivo (negativo) o al pitt nullo.
Da un punto di vista geometrico, il teorema (2.4.4) afferma che ogni punto giace
dallo stesso lato di ogni iperpiano soluzione del problema di minimo.

Pertanto se N & elevato e i dati sono sufficientemente densi, gli elementi di M (le

soluzioni) non possono differire molto tra loro.

Robustezza

Per la regressione mediana vi e un’altra importante analogia con la mediana.

E noto che la mediana ¢ uno stimatore piu robusto del parametro di locazione di
una distribuzione rispetto alla media aritmetica.

Infatti la media aritmetica risulta molto sensibile alla presenza di valori anomali®*
in quanto e sufficiente che anche uno solo dei valori sia sufficientemente ”lontano”

rispetto agli altri che il loro valore medio risulti poco significativo come misura di

24Con il termine di valori anomali si intende la presenza nei dati di valori estremi, outlier o

valori errati.
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sintesi del loro ordine di grandezza.

La mediana risulta invece meno sensibile alla presenza di dati anomali®® in quanto,
per definizione, bipartisce un insieme di valori in due parti di uguale numerosita e
quindi non risente direttamente dell’ordine di grandezza di un singolo valore.

Per meglio comprendere tale differenza tra i due stimatori, si consideri una serie di

N valori:

T se N e dispari

se N e pari

Si aumenti ora uno dei valori di una quantita ¢ > 0 sufficientemente grande:

La media aritmetica diventa:
I )
T =T+ —
N

pertanto varia sensibilmente se ¢ e sufficientemente elevato.

Per quanto riguarda la mediana si possono invece presentare diverse situazioni®®:

a) la mediana non varia se:

e il valore incrementato era maggiore della mediana dei valori originari;

e il valore incrementato era minore della mediana dei valori originari e

resta minore anche a seguito dell’incremento;

25Fintanto che il numero dei dati anomali risulta inferiore alla meta del loro numero complessivo.
26Si suppone per semplicita che il valore incrementato non sia la mediana degli N valori originari.
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b) se il valore incrementato era minore della mediana iniziale e, a seguito dell’in-
cremento, & diventato maggiore della mediana iniziale, la mediana diventa®”:

x(MH) se N e dispari
Med* (z) =

se N e pari

Si osserva pertanto una maggiore robustezza della mediana rispetto alla media arit-

metica.

Tale proprietd puod essere valutata anche con riferimento alla curva di influenza®

che misura come una statistica ¢ influenzata da un’osservazione aggiuntiva x.

Si consideri nuovamente la serie di N valori:
O P N

e sia T la relativa media aritmetica.

La media aritmetica con l'osservazione aggiuntiva e data da:

N
1
—_— - 2.
N1 a:-l—;_lxz (2.57)

La curva di influenza per la media aritmetica si ottiene riportando in un sistema

di assi cartesiani in ascissa il valore della nuova osservazione x e in ordinata la

(2.57). In questo caso si ottiene una retta con pendenza Evidentemente
I'influenza della nuova osservazione sulla media aritmetica decresce all’aumentare
di N, tuttavia la curva non ammette limite superiore ed e pertanto illimitata.

La curva di influenza per la mediana risulta invece limitata in quanto, come si ¢
visto in precedenza, non e rilevante 'ordine di grandezza della nuova osservazione
ma esclusivamente la sua posizione (nell’ordinamento non decrescente dei valori)

rispetto alla mediana delle NV osservazioni originarie.

Una generalizzazione di tale proprieta si ha nella regressione mediana; infatti data

2TNell’espressione si fa riferimento all’ordinamento dei valori originari.
28Gi veda ad esempio Wilcox [62, pag.6].
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una soluzione al problema di minimo (2.50) 3 € M, si ¢ visto (pag. 50) che ¢
possibile considerare una partizione dell’insieme degli N punti nei tre sottoinsiemi
disgiunti Z 3 N B¢ PB dei punti che hanno residuo, rispettivamente, nullo, negativo
e positivo.

E possibile dimostrare (si veda ad esempio [4]) che, con riferimento alla variabile
dipendente Y, un incremento per i punti con residuo positivo (appartenenti a Pﬁ) o}
un decremento per i punti con residuo negativo (appartenenti a N ,3> lascia invariata
la soluzione al problema di minimo.

In altre si ha per 'iperpiano a minimi valori assoluti la stessa proprieta di robustezza
in precedenza evidenziata per la mediana.

In termini geometrici tale proprieta significa che la soluzione al problema di minimo
non varia se si “spostano” i punti variandone il valore di Y fintanto che gli stessi
rimangono dalla stessa parte dell’iperpiano ossia non cambia il segno del loro residuo
rispetto all’iperpiano.

In termini algebrici, se B ¢ la soluzione al problema di minimo (2.50) con riferimento
al vettore y e alla matrice X e siindica con y = X3 e valori riprodotti dall'iperpiano
e con r(3) =y — ¥ il vettore dei corrispondenti residui, allora 3 ¢ soluzione anche

al problema di minimo dove al vettore y si sostituisce il vettore

y+Dr(B)=XB+Dr(B)

dove D e una matrice diagonale di ordine N con elementi non negativi.

o6



Capitolo 3
La regressione dei quantili

Nel capitolo precedente si € mostrata la procedura per la determinazione dei coef-
ficienti dell’iperpiano di regressione a minimi valori assoluti seguendo un approccio
descrittivo.

In questo capitolo si mostrera invece I’approccio inferenziale illustrando la metodo-
logia della ”quantile regression” introdotta da Koenker e Bassett nel 1978 [37].
Come si vedra, la quantile regression comprende, come caso particolare, la regres-

sione mediana.

3.1 Le funzioni di perdita

Si consideri una variabile casuale W della quale e nota la distribuzione.

Si voglia sintetizzare la variabile casuale con un valore che la rappresenti: in parti-
colare si indichi con ¢ € R un valore utilizzato per approssimare il meglio possibile
il valore assunto dalla v.c. W.

Una volta nota una realizzazione w della v.c. W, la distanza rispetto al valore c ¢
data dalla differenza:

u=w—c.
In generale, dato un valore di sintesi ¢ di W, la variabile casuale:
U=W—-c
descrive la distribuzione degli scarti (errori) intorno al valore c.
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Allo scopo di selezionare il miglior valore di sintesi ¢ per W, & necessario introdurre
il concetto di funzione di perdita: in particolare se w indica la realizzazione di W,

la perdita associata allo scarto u = w — ¢ ¢ data da:

dove £(-) & una funzione non negativa, detta funzione di perdita, che soddisfa le

condizioni:
i) ¢(0) =0;
ii) se 0 <wuy <wuy allora  £(0) < l(uy) < Ll(ug) e L(0) <Ll(—uy) < (—ug).

o . non decrescente per u > 0,
In altre parole si richiede che sia: £(u) ;

non crescente per u < 0,
iii) ¢: R — RN, ¢ integrabile rispetto alla distribuzione di W.

Definita una funzione di perdita, e possibile valutare il rischio associato al valore di

sintesi ¢ calcolandone la perdita attesa:

che evidentemente dipende sia dalla distribuzione di W che dalla funzione di perdita
utilizzata.
E possibile a questo punto definire il muglior valore di sintesi per W come quel

valore ¢* € R tale che:
r(c*) < r(c) VeeR

ossia quel valore a cui ¢ associata la minore perdita attesa.

Due funzioni di perdita comunemente utilizzate sono:
e la funzione di perdita quadratica:
{(u) = u? (3.1)
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e la funzione di perdita assoluta:

((u) = [ul (3.2)

rappresentate graficamente nella figura 3.1 dalla quale si osserva che la perdita as-

soluta eccede la perdita quadratica per |u| < 1 e viceversa.

4]
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Figura 3.1: Le funzioni di perdita quadratica ¢(u) = u? (linea continua) e assoluta

((u) = |u| (linea tratteggiata).

Risulta importante osservare che entrambe le funzioni di perdita risultano con-
vesse e simmetriche rispetto a u = 0; inoltre, mentre la funzione di perdita assoluta
attribuisce agli scarti u = w — ¢ un peso proporzionale al rispettivo ordine di gran-

dezza, la funzione di perdita quadratica enfatizza maggiormente gli errori, in valore
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assoluto, piu grandi.

Per le due funzioni di perdita appena considerate valgono le seguenti considerazioni:
si indichino con i e 02 > 0 rispettivamente 'aspettativa e la varianza, finite, della
v.e. W. Se la scelta del miglior valore di sintesi viene effettuata utilizzando la
funzione di perdita quadratica ¢(u) = u? allora si tratta di individuare il valore ¢

che minimizza:

r(e) =E[(W — )] =E[W — .

Per la nota proprieta della media aritmetica, I'unica soluzione ¢ ¢ = pu e il rischio

ad essa associato e 2.

Utilizzando la funzione di perdita assoluta ¢(u) = |u|, la perdita attesa:
r(c) =E[l(W —c)] =E|W — |

& minima se ¢ e la mediana! della v.c. W e il rischio associato e lo scarto medio

assoluto dalla mediana.

Una funzione di perdita di grande interesse e che sara utile nel seguito e la funzione

di perdita assoluta asimmetrica definita come:

Co(w) = [0 T {u> 0} + (1 — )T {u < 0} |ul

=[0—-T{u<0}u 33)

dove 0 < 0 <1 eZ ¢ la funzione indicatore:

1 se u>0
Z{u>0}=
0 se u<0.

La funzione di perdita (3.3) attribuisce, per 8 # 1/2, peso differente agli errori a

seconda che siano positivi o negativi; infatti:

0u per u > 0,
lo(u) = (3.3
(0 —1)u peru<0.

1La soluzione non ¢ unica se non vi & un’unica mediana della distribuzione di W.
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Pertanto per 6 > 1/2 viene attribuito maggiore peso agli errori positivi, viceversa
per 6 < 1/2.
La rappresentazione grafica della funzione di perdita (3.3) e riportata, per alcuni

valori di 6, nella figura 3.2.

Figura 3.2: La funzione di perdita assoluta asimmetrica fp(u) = [0 —Z {u < 0} u

per alcuni valori di 6.

Cosi come per la funzione di perdita assoluta il migliore valore di sintesi ¢* per

W e la mediana, si puo dimostrare che, nel caso della funzione di perdita assoluta
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asimmetrica fp(u) (3.3), il migliore valore di sintesi per W ¢ il quantile di ordine 6

di W definito come qualunque valore (y tale che:
PIW < (] <0< P[W < 0<6<1. (3.4)

La (3.4) ammette sempre soluzione che, tuttavia, non risulta necessariamente unica.
In particolare nel caso di non unicita, l'insieme delle soluzioni ¢ un intervallo chiuso
sulla retta reale.

Si consideri infatti il rischio associato al valore c¢:

Ely(W —c)=0E[W —c| W >c] PW >+

(3.5)
+(1—=0)E[c—W | W <] PIW<(].

Si indichi ora con [qo; ¢1] l'intervallo chiuso dell’insieme dei quantili di ordine € di

W definito secondo la (3.4). Se (s € [q0; 1] e ¢1 < c allora:

OEW —c| W >c| PIW>c|=0E[W —c|W > ] PW > |+
—0E[W —c|G<W < Plgg<W <]

(1—=0)E[c—W |W < PIW<(]=
—1-OE[c—W |C<W<d PlGg<W<d+
+A=0)Elc—W | W < (] PW <Gl

Si consideri ora:

EKQ(W_CQ):G]E[W_CQ‘W>C9] P[W>C9]+
+(L=0)E[Q—W | W <G| PIW <G

Indicando con: d(c) = Ely (W — ¢) — Ely (W — () si ottiene:

d(c) = (c = Go) {(1 = 0) P[W < (] =0 P[W > G} +
+E[c—W | G<W<c PlGp<W <.

Per la (3.4) si ha:
{(1=0) P[W <G| =0 P[W >} >0
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Inoltre:

Ele—W | <W<c Pl(og<W<¢>0.

Pertanto:

d(c) > d(Co) Ve>aq 2 G

Procedendo in maniera analoga per ¢ < qo < (y si dimostra che:

]Egg (W - C)

¢ minimizzata per ¢ = (p; in altre parole (y ¢ il migliore valore di sintesi per W

sotto la funzione di perdita assoluta asimmetrica fg(u).

Se W ¢ una v.c. continua con funzione di ripartizione F'(w) e densita di probabilita

f(w), la dimostrazione che la soluzione ¢ al problema di minimo:
min Ely (W — ¢)

e il quantile di ordine € della v.c. W risulta piu immediata.

A questo proposito si osservi che:

o

Ely (W — ¢) = / lo (w — ¢) f(w)dw

—0o0
Cc

— - 1) / (w — ¢) f(w)dw + 9/(w—c)f(w>dw

:(9—1)/wf<w)dw—c(e—1)p(c>+9/wf(w)dw—ceu—p(c)]

— o0
c

=0 E[W] — / w f(w)dw —cld — F(c)]. (3.6)

Uguagliando a zero la derivata prima della (3.6) rispetto a c si ha:
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C

d
de QE[W]_/wf(w)dW—C[Q—F(C)] -0

—cfle)=[0-F(e)]+c fle)= 0
0—F(c)= 0
F(c)= 0

e quindi c¢ e il quantile di ordine 6 della v.c. W.

3.1.1 La definizione dei quantili campionari come problema
di minimo
Si ¢ visto, equazione (3.4), che il quantile di ordine 6 di una v.c. Y ¢ definito come

qualunque valore (y tale che:

Se Yi,....Y;, ..., Y, € un campione casuale estratto dalla distribuzione della v.c.

Y, lo stimatore naturale per il quantile (4 ¢ il corrispondente quantile campionario

Co:
%ZI{K<Z@}§9<%§I{Y;<ZH}

gz{m <&} <n9<§;z{m<@}

Il quantile campionario definito secondo la (3.7) € unico se nf non & un numero

(3.7)

intero. Infatti, una volta ordinati i valori in senso non decrescente:
Yo SYe S-S Y

se n#l non e un valore intero, il quantile di ordine # e unico ed in particolare coincide

con il valore che occupa la posizione [nf]%:

Go = Y([no1)

2[.] e |-] indicano, rispettivamente, I’arrotondamento all’intero immediatamente successivo e

precedente.
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e la disuguaglianza (3.7) diventa:

ZI{)@- < Zg} = [n0] < nf < [nf] = ZI{Y; < Zg}
i=1 i=1
Se si pone:
n- = ZI{YZ- < a)} = |nd]
i=1
la disuguaglianza precedente diventa:

n- <nf <n” +1. (3.8)

Se nf ¢ un valore intero come quantile campionario si puo scegliere, secondo la

(3.7), sia il valore che occupa la posizione n# sia il valore che occupa la posizione
nf + 1 nell’ordinamento non decrescente dei valori.

Nel primo caso, Zg = Y(ng) ¢ la disuguaglianza (3.7) diventa:

iz{n<@}:n9—1<n9:§;1{n<@}.

Per Zg = Y{(no+1) si ha invece:

gI{K<Zg}:n9<n9+1:gI{m<@}.

In realta qualunque valore di Zg compreso nell’intervallo [Y(ng), }/(n9+1)i| soddisfa la

disuguaglianza (3.7) ed ¢ quindi un quantile campionario di ordine 6.

Tradizionalmente la definizione di quantile si basa quindi su una preventiva opera-
zione di ordinamento dei valori. Tuttavia si e visto (pagina 63) che il quantile di
ordine # di una v.c. W puo essere definito anche come soluzione al problema di
minimo:

min Ely (W — ¢) 0<f<1

c e R

dove (y indica la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3).

E possibile utilizzare la medesima definizione per i quantili campionari. Infatti il
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punto di partenza del lavoro di Bassett e Koenker [37], che introduce la regressione

3

dei quantili, & proprio la definizione di quantile campionario® come ogni soluzione

al problema di minimo*:

1 n
min ; lo (Yi = Go)
=min | > 0Vi-G)+ Y, 0-1) V=G| (39

[6:Y;>Co) [3:Y3<Co)

La (3.9) risulta analoga alla definizione della media aritmetica campionaria come
soluzione di un problema di minimo. E noto infatti che, utilizzando la funzione di

perdita quadratica, la soluzione al problema di minimo:

e la media campionaria.

3Per 6 = 1/2 si ha la mediana campionaria.

-1

4Si osservi che la costante n~! non influisce sul problema di minimo e puod quindi essere omessa.
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3.2 Il modello di regressione lineare

Si consideri una variabile casuale Y e un insieme di p > 1 variabili di natura non

stocastica:
T
X:[xl,...,l’pi| .

utilizzate per descrivere il comportamento della v.c. Y.
Nel contesto della regressione, si ipotizza che la variabile casuale Y possa essere

descritta mediante un modello della forma:
Y = h(X) + U, (%)
dove:

e h(x) rappresenta la componente sistematica del modello ed & una funzione

h:RP — R dei valori delle p covariate z; (j =1,...,p);
o U ¢ la componente casuale (o accidentale) del modello.

Si supponga di osservare su un campione casuale di n unita statistiche il valore di
Y e delle p covariate z; (j =1,...,p).
Si indichi con:
T
Y = Vi Y (3.10)
il vettore delle variabili casuali (tra loro indipendenti), le cui realizzazioni campio-

narie sono indicate con il vettore:

y = [yl,---,ynr (3.11)

Il valore delle p variabili esplicative® (regressori) vengono riportate nella matrice:

X1 i1 ... Ty ... T1p
— T| —
(n)fp) = | X; = [T 0 Xiyo ... Tip | - (312)
T
| X, | Tnl -+ Tnj ... Tnp|

5Considerate di natura non stocastica.
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Una volta specificata una forma funzionale per la componente sistematica h(x),
il problema che ci si pone e di stimare, mediante le n osservazioni campionarie, i pa-

rametri della funzione h(-) ed eventualmente i parametri della variabile casuale Uxy.

Il modello di regressione lineare multipla prevede che la componente si-

stematica del modello sia lineare nei parametri:

h(x) = Bihi(z1) + Boho(z2) + . .. + Bphp(zy).

In particolare nel seguito si considerera il caso in cui la componente sistematica sia

lineare sia nei parametri che nelle osservazioni sulle variabili esplicative:
h(x) = frzy + foza + ... + Bp1p
Con questa specificazione il modello utilizzato e:
Y = Bixy + Boxg + ... + By, + Uy

e per I'.-ma unita statistica si ha:
p
}/i:Zﬁjxij‘i‘U(xi) :XzT,B—I—U(Xi) 1=1,...,n (313)
j=1

dove:

B=1[Bi...0;...8)" (3.14)
e il vettore degli ignoti coefficienti di regressione da stimare e
Uy =Yi =% 8

e I’i-ma componente del vettore delle componenti casuali:

T

U(x) == U(X1)7 ceey U(Xn) . (315)

Come di consueto, se il modello lineare (3.13) prevede un’intercetta, e sufficiente

porre 1 = l ossia x;; = 1, ¢ = 1,...,n. In questo modo (3; rappresenta l'intercetta
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IL MODELLO DI REGRESSIONE LINEARE

dell’iperpiano di regressione.

E possibile esprimere il modello in forma compatta con I'ausilio delle matrici:
Y=XpB+ U(x). (3.16)

La natura inferenziale del modello (3.16) dipende dalle assunzioni sulle proprieta
stocastiche del vettore Uy (si veda ad esempio Peracchi [50, pag.225-261]). A tale

proposito, si indichi con F(y) la funzione di ripartizione della v.c. Uy:
F(x)(u) =P [U(x) < u} .

In molti contesti si ipotizza che la distribuzione della v.c. che rappresenta la

componente casuale del modello sia indipendente dai valori dei regressori x, ossia
che:
Fo(-) = F(). (3.17)

In questo caso si ha:
PlY;<y|=F[y—x!B] i=1,...,n. (3.18)

Nel seguito, salvo dove diversamente indicato, si assumera la (3.17) e la componente

casuale del modello di regressione lineare verra indicata semplicemente con U.

Riprendendo il modello (3.13), si osserva che lo stesso postula che sia possibile
prevedere il valore della v.c. Y mediante una combinazione lineare dei valori delle

covariate x1,...,x,. In altre parole si utilizza come predittore per Y;:
x! 3 1=1,...,n

]

e la variabile casuale che descrive I'errore di previsione e:
T .
U=Y —-x;0 i1=1,...,n.

Sulla base di quanto visto in merito alle funzioni di perdita (paragrafo 3.1), la scel-

ta del migliore predittore dipende dalla specificazione della funzione di perdita ¢(u).
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3.2.1 Il modello lineare classico di regressione
Utilizzando la funzione di perdita quadratica:
O(u) = u?
il rischio (la perdita attesa) associato al predittore x7 3 risulta:
E[¢(Y,—x/8)] =E | (¥ —x/ )

Il problema si riduce quindi alla determinazione dei valori dei coefficienti di regres-

sione 3 che minimizzano la perdita attesa:

,@Héi%p E [(Y; - x; 3) 2] (3.19)

Se Y; ha varianza finita, il problema di minimo (3.19) ha come soluzione unica la
media della distribuzione di Y; condizionata ai valori delle covariate.
Da questa impostazione nasce il modello lineare classico di regressione.

Le ipotesi alla base del modello di regressione lineare multiplo (classico) sono:

i) la matrice X contiene osservazioni predeterminate (di natura non stocastica)
(nxp)

ed ha rango pieno di colonna:
r[X]=p
= le colonne della matrice X sono linearmente indipendenti;
ii) la media di Y ¢ X3 per qualche 8 € R?;

= le medie condizionate delle v.c. Y; ¢ =1,...,n possono essere diverse tra

loro ma giacciono tutte sullo stesso iperpiano nello spazio a p dimensioni;
iii) Var(U) = ¢%I,, dove:

e 0 <o?<

e [, ¢ la matrice identita di ordine n.
= lev.e. Y; i=1,...,n sono omoschedastiche:

Var(Y;) = o? i=1,...,n
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= lev.e. Y; ¢=1,...,n sono tra loro incorrelate:
Cov(Y;,Y;) =0 Vi .
Inoltre le ipotesi ii e iii implicano che il vettore degli errori:
U=Y-Xp3

abbia media nulla®:

E[U] =0

e matrice di varianze e covarianze:
Var [U] = 0°1,.

In altre parole nel modello di regressione lineare classico si ha che la funzione che
fornisce la media della v.c. Y condizionata ad un particolare valore delle covariate
X = x; ¢ lineare:

E[Y] =x]B.
Nel seguito non si vuole entrare nel dettaglio di questo modello dedicando invece
piu ampio spazio ai modelli che utilizzano le funzioni di perdita assoluta ed assoluta

asimmetrica. Si riportano tuttavia alcuni risultati.

Date le assunzioni i, ii e iii si ha:

e lo stimatore per il vettore degli ignoti coefficienti di regressione 3 ottenuto

utilizzando il metodo deir minimi quadrati e:
B=(xX"X)"'XTY; (3.20)
e per lo stimatore (3.20) si ha:

E|B| -8
Var [B} =0 (XTX)_1

6Se E[U] # 0 e liperpiano di regressione prevede lintercetta, & possibile ”incorporare”

I’aspettativa della v.c. errore U nell’intercetta stessa.
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e Teorema di Gauss-Markov
Var [B] > Var [B}

per ogni altro stimatore [Ni che sia lineare in Y e non distorto per 3.
In altre parole lo stimatore B ottenuto con il metodo dei minimi quadrati e
il piu efficiente (a varianza minima) nella classe degli stimatori lineari e non

distori per 3.

Talvolta € noto, oppure e ragionevole assumere, che la distribuzione della v.c. Y
appartenga ad una famiglia parametrica nota Fg = {f(y; 0), 0 ¢ ©C 9%’“}.

In questo caso e possibile procedere alla stima degli ignoti coefficienti di regressione
B utilizzando il metodo della massima verosimiglianza. Senza entrare nel dettaglio,
gli stimatori cosl ottenuti godono di importanti proprieta soprattutto asintotica-
mente. In particolare, se Fg soddisfa talune condizioni di regolarita, la varianza
dello stimatore ottenuto con il metodo della massima verosimiglianza raggiunge
asintoticamente il limite inferiore di Cramér-Rao.

L’ipotesi che tipicamente viene assunta in merito alla distribuzione della v.c. Y e

quella di normalita:

Assunzione 1 (modello lineare classico normale) la distribuzione di Y con-
dizionata a X € normale n- variata con vettore delle medie X 3 e matrice di varianze

e covarianze o°1,,.

Nelle ipotesi poste si ha:
B~ N, (5 - 52 (XTX)_1>

Inoltre la varianza di ,B’ raggiunge il limite inferiore di Cramér-Rao, pertanto ,B' elo

stimatore a varianza uniformemente minima.
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3.3 Il modello di regressione lineare dei quantili

La regressione dei quantili ¢ il risultato della generalizzazione della definizione dei
quantili come soluzione ad un problema di minimo (paragrafo 3.1.1) al contesto

della regressione.

Se nel modello (3.13) il rischio associato al predittore lineare x; 3 viene valutato

utilizzando la funzione di perdita assoluta asimmetrica:
lo(u) =10 —Z {u <0} u

la perdita attesa risulta:
E [ty (Y —x{B)] .

Nel seguito il vettore degli ignoti coefficienti di regressione (3.14) da stimare verra
indicato con B, per sottolineare la dipendenza dei coefficienti di regressione dal
valore di # o meglio, come si vedra in seguito, dall’ordine # dei quantili condizionati
della v.c. Y per i quali si vuole determinare l'iperpiano di regressione. Con riferi-
mento alle n osservazioni campionarie ed in analogia alla (3.9), il problema si riduce
alla determinazione dei valori dei coefficienti di regressione 3, che minimizzano la

perdita attesa:
min 1 Z Ly (Yi — X?,BQ)
i=1

BoeRP N

= min  © Yoo Vi—xBy)+ D (0-1) (Yi—x/By)| (321)

By, eRP N
[i:Yi>xT By ] [1:Vi<xT By

La (3.21) ¢ il problema di minimo alla base della regressione dei quantili’ introdotta
da Bassett ¢ Koenker [37] nel 1978.

In altre parole nel modello di regressione (lineare) dei quantili si assume che,

data la relazione lineare (3.13) tra Y e i p regressori:

Y = X8, + Uy

"Siosservi che perp=1lex; =1 i=1,...,n,la (3.21) coincide con la (3.9) e il problema si

riduce alla determinazione del quantile campionario di ordine € come problema di minimo.
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il quantile (p (x) di ordine # di Y condizionato ad un particolare valore delle covariate
sia dato da:
Co (%) = Quanty [Y] = x* By + Quant, [Uy] (3.22)

Se la distribuzione della v.c. Uy ¢ indipendente dai valori x osservati sui regressori®

(ipotesi 3.17) allora il quantile di ordine 6 di Uy ¢ costante al variare di x e si ha:

Go(x) =& +x'B (3.23)

dove & = F~1(0) ¢ il quantile di ordine # della v.c. U.
Cio implica che, considerando due valori 0 < 8; < 0y < 1, per la (3.23) si ha:

C91 (X) — Co, (X) = 591 - 592 vV x

ossia la differenza tra due quantili condizionati non dipende dal valore osservato
sulle covariate.

In questo contesto si parla di location shift model (si veda ad esempio Koenker e
Xiao [41, pag.1587]) in quanto le covariate influenzano unicamente il parametro di

locazione delle distribuzioni condizionate.

Se si considera ad esempio il caso della retta:

Y = fo+ bz

si ha:
Co(x) = (Bo + &) + Prx

e quindi i quantili condizionati di Y formano, al variare di € nell’intervallo (0, 1),

una famiglia di rette parallele.

Se invece la distribuzione della v.c. Uy dipende dai valori x dei regressori si ha:

G (x) =& (x) +x' By (3.24)

8La distribuzione condizionata di Y dipende dalle covariate X solo per un parametro di

locazione; pertanto si ha:
0 =Fl[G(x)]=F[&%+x"0].
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pertanto il quantile condizionato di Y non & necessariamente lineare in x (come
accadeva nel caso precedente) e la differenza tra due quantili condizionati non &
costante al variare di x.

Riprendendo il caso della retta, si supponga ad esempio che la distribuzione della
v.c. U, dipenda da x per un parametro di scala v(z) > 0; in altre parole si suppone
che la funzione di ripartizione condizionata di Y sia del tipo:

F [w} v(z) > 0. (3.25)

v(z)
In questo caso il quantile condizionato di ordine 6 di Y risulta:

Co(x) = (Bo + Brz) + v(z)&e (3.26)

ed ¢ lineare in z solo se v(z) ¢ una funzione lineare di z°.
Se v(x) non ¢ una funzione lineare di z, il quantile condizionato risulta lineare in x

solo se & = 0.

Un caso particolare e dato dal modello eteroschedastico lineare:
Yi=x/B+xvU; i=1,...,n (3.27)
dove le v.c. U; sono indipendenti e identicamente distribuite (i =1,...,n) e:
XlT")/>0 1=1,...,n

analizzato in Koenker e Zhao [42] e Koenker e Xiao [41].
Tale modello, denominato location-scale shift model, ipotizza che le covariate in-
fluenzino sia il parametro di locazione che il parametro di scala della distribuzione

di Y condizionata ad un particolare valore delle covariate.

9Le rette che descrivono i diversi quantili condizionati non hanno perd lo stesso coefficiente

angolare.
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Prima di entrare nel dettaglio del modello delle regressione dei quantili e delle
caratterizzazioni delle soluzioni al problema di minimo (3.21) si illustreranno, nel
paragrafo successivo, le motivazioni alla base di tale modellistica e i vantaggi che

se ne possono derivare rispetto al modello di regressione lineare classico.
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3.3.1 DMotivazioni e vantaggi
Robustezza

Si e visto (pag. 72) che se nel modello (3.13) si assume nota la distribuzione Fy(+)
della v.c. errore U, ¢ possibile utilizzare il metodo della massima verosimiglianza
per la stima dei coefficienti di regressione 3 e che gli stimatori cosi ottenuti godono,
almeno in termini asintotici, di buone proprieta di efficienza.

In particolare nell’ipotesi di normalita degli errori, gli stimatori ottenuti col metodo
dei minimi quadrati'® coincidono con quelli ottenuti con il metodo della massima
verosimiglianza e risultano a varianza uniformemente minima nella classe degli sti-
matori non distorti.

Purtroppo pero gli stimatori a minimi quadrati risultano estremamente sensibili
alla presenza di dati anomali® (outlier) inoltre I'efficienza che li caratterizza nel
caso di normalita degli errori viene meno quando la distribuzione degli errori non e
normale ed in particolare per distribuzioni a code pesanti (ad esempio distribuzioni
paretiane).

Nel loro lavoro [37] Bassett e Koenker illustrano questo problema di robustezza con
riferimento al problema di stima del parametro di locazione di una distribuzione
ripercorrendo le proposte mosse in letteratura come alternativa alla media aritme-
tica.

In particolare viene evidenziato come la media campionaria possa essere corretta-
mente utilizzata per stimare il parametro di locazione della distribuzione se si puo
ragionevolmente ritenere che il campione provenga da una distribuzione gaussiana.
Qualora invece la distribuzione dalla quale proviene il campione non e gaussiana

oppure risulta ignota'?, altre statistiche quali ad esempio:

e medie campionarie troncate!?;

00ttenuti impiegando la funzione di perdita quadratica.
11Si veda il paragrafo 2.4.2.
12Non si hanno sufficienti elementi per postulare una particolare forma funzionale della

distribuzione.
1316 medie comunemente utilizzate sono le medie troncate di ordine a ottenute calcolando la

media aritmetica campionaria dopo aver rimosso la frazione « delle osservazioni piu grandi e piu

piccole.
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e funzioni di alcune statistiche d’ordine campionarie'*,

hanno efficienza superiore rispetto alla media aritmetica campionaria soprattutto
se gli errori seguono una legge di distribuzione a code pesanti o addirittura a va-
rianza infinita come accade nella distribuzione di Cauchy e, per alcuni valori dei
parametri, nella distribuzione di Pareto. Inoltre, nel caso in cui la distribuzione
degli errori sia esattamente normale, l'efficienza di tali stimatori, alternativi alla
media campionaria, € comunque accettabile.

La questione ¢ ben sintetizzata da Huber [30] che riconosce la necessita di utilizzare

procedure di stima robuste alla luce delle seguenti osservazioni:
i) solitamente non si ha una precisa conoscenza della vera distribuzione degli errori;

ii) lefficienza di alcuni stimatori tipicamente utilizzati si riduce considerevolmente
anche per piccole variazioni'® della distribuzione degli errori (rispetto a quella

ipotizzata);

iii) alcuni stimatori (alternativi alla media aritmetica) hanno un efficienza di poco
inferiore (rispetto alla media aritmetica) nel caso in cui la distribuzione degli
errori sia esattamente normale ma mostrano un’efficienza ed una stabilita

decisamente superiori per diverse distribuzioni non gaussiane.

In conclusione il guadagno di efficienza che si ottiene impiegando stimatori piu ro-
busti (rispetto alla media aritmetica) per molteplici distribuzioni degli errori non
gaussiane ricompensa ampiamente la perdita di efficienza che si evidenzia per di-

stribuzione degli errori esattamente gaussiana.

Le considerazioni effettuate in merito alla stima del parametro di locazione di una
distribuzione, trovano naturale estensione nel modello di regressione lineare nel

quale il confronto di efficienza riguarda gli stimatori dei coefficienti di regressione

14Gi considerano tipicamente combinazioni lineari di statistiche d’ordine campionarie; Gastwir-
th propone ad esempio la combinazione lineare dei quantili di ordine 1/3, 1/2 e 2/3 con pesi

rispettivamente 0,3 0,4 e 0, 3.
15Si veda ad esempio Huber [29] per la distribuzione gaussiana ”contaminata”.
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ottenuti con il metodo dei minimi quadrati e gli stimatori ottenuti con procedure
piu robuste quali ad esempio la minimizzazione della somma dei valori assoluti dei
residui (regressione mediana'®) o, pitl in generale, la regressione dei quantili.

Se si considera ad esempio la regressione mediana, Bassett e Koenker [4], mostrano
che nel caso di distribuzioni degli errori per le quali la mediana e piu efficiente della
media aritmetica come stimatore del parametro di locazione, nel modello di regres-
sione lineare, gli stimatori dei coefficienti di regressione basati sulla minimizzazione
della somma dei valori assoluti dei residui sono da preferirsi agli stimatori a minimi
quadrati.

Un confronto tra i due criteri di stima ottenuti utilizzando la funzione di perdita
quadratica (3.1) e la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3) puo essere ef-
fettuato anche considerandone le derivate.

La derivata della funzione di perdita quadratica e:
0'(u) = 2u
mentre la derivata della funzione di perdita assoluta asimmetrica risulta:

) 0 per u > 0,
ly(u) =
(0 —1) peru<O0.
Si riscontrano pertanto due fondamentali differenze tra le due funzioni di perdita

considerate:

e la funzione di perdita assoluta asimmetrica non e differenziabile all’origine
(u=0);

e mentre la derivata della funzione di perdita quadratica risulta illimitata,
quando fy(u) esiste (u # 0), la stessa risulta limitata superiormente da 6

e inferiormente da 6 — 1.

Potenzialita di analisi

Nonostante la regressione dei quantili sia stata originariamente introdotta ed ap-

prezzata per le sue caratteristiche di robustezza, i maggiori vantaggi che derivano

1671 modello di regressione mediana & ottenuto per § = 1/2 nella (3.21).
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dal suo utilizzo e il successo che ha riscontrato in svariati ambiti applicativi sono
da ricercarsi in una maggiore completezza di analisi rispetto al modello classico di

regressione.

L’obiettivo principale della regressione classica (a minimi quadrati) & di valutare
come l'aspettativa condizionata di una v.c. Y, E[Y | X], dipenda da alcune varia-
bili esplicative X specificando la forma funzionale E [Y | X] (ad esempio lineare).
La regressione dei quantili consente di effettuare tale analisi considerando pero tutti
i quantili della distribuzione condizionata di Y e quindi non si e confinati all’esame
di una sola ”"dipendenza in media”.

A tale proposito si osservi che una variabile casuale Y puo essere completamente

descritta attraverso la sua funzione di ripartizione:
PlY <y] = Fy[y].
Data Fy [y] € possibile definire il quantile ordine di # di Y come:
Qv (@) =inf{y € R| Fy |y =0} 0<6d<1. (3.28)

La (3.28) vista come funzione di 6 descrive completamente la distribuzione della
v.c. Y e prende il nome di funzione quantile.

In maniera analoga la conoscenza della funzione di ripartizione Fyx [y | x] di una
v.c. Y condizionata al vettore delle variabili (esplicative) X & equivalente alla

conoscenza della funzione quantile condizionata:
Qvix(0 | x)=inf{y € R| Frx[y|x] =0} 0<6<1 (3.29)

Risulta quindi evidente che la regressione dei quantili ¢ in grado di valutare l'in-
fluenza delle variabili esplicative sulla variabile dipendente a differenti ”livelli” della
distribuzione condizionata della variabile dipendente. In altre parole la regressione
dei quantili fornisce un quadro piu completo della relazione di dipendenza che lega

la variabile dipendente alle esplicative.

A titolo esemplificativo si considera un’applicazione di Eide e Showalter [14] del

1998 nel quale gli autori si propongono di valutare l'effetto della qualita e delle
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risorse scolastiche sui risultati conseguiti dagli studenti.

Gli autori sottolineano che studi precedenti hanno evidenziato che 'incremento di
risorse scolastiche, quali ad esempio la riduzione del rapporto numero di studenti
per docente o 'aumento della spesa per studente, non influenzano in media i ri-
sultati che gli studenti stessi conseguono contraddicendo l'ipotesi secondo la quale
per incrementare il "livello” degli studenti sia necessario investire maggiori risorse
economiche per la loro istruzione.

Tali studi valutano tuttavia l'effetto che le risorse hanno in media sui risultati evi-
denziati nella preparazione degli studenti mentre una corretta valutazione dovrebbe
tenere conto dell’influenza che le risorse hanno a differenti livelli della distribuzione
condizionata dei risultati conseguiti degli studenti.

Nella fattispecie, come variabile dipendente che misura la preparazione degli stu-
denti, gli autori considerano 'incremento di punteggio conseguito dagli studenti ad
un test di matematica!” dal secondo al terzo anno di scuola media.

Le variabili esplicative prese in considerazione sono:
e il rapporto studenti/docenti;
e la spesa per studente (nel distretto scolastico);
e la percentuale di docenti con una formazione post-laurea;
e numero di iscritti all’istituto scolastico;
e la durata, in giorni, dell’anno scolastico;
e una batteria di variabili socio-demografiche quali ad esempio:

— 8€sS0;
— razza;
— livello di istruzione dei genitori;

— reddito familiare;

17Si considerano standardized achievement test. Si veda ad esempio:

http://www.ghea.org/pages/testing/standardized Tests.php .
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In questo contesto la regressione dei quantili consente di valutare I'influenza delle
variabili esplicative a diversi livelli della distribuzione condizionata del punteggio
ottenuto dagli studenti consentendo di verificare, non solo se un aumento delle risor-
se destinate all’istruzione incrementa il punteggio medio degli studenti, ma anche
di rispondere alla domanda: ”Per quali studenti un incremento delle risorse risulta
utile?”.

In altre parole potrebbe verificarsi che le risorse non siano influenti se si considerano
i punteggi medi conseguiti ma risultino invece rilevanti per gli studenti con punteggi
bassi (parte "bassa” della distribuzione condizionata).

Senza entrare nel dettaglio del lavoro, dall’analisi condotta con il modello classico
di regressione lineare (minimi quadrati) risulta che le variabili tipicamente sotto
il controllo politico (rapporto studenti/docenti, la spesa per studente nel distretto
scolastico,...) risultano non significative confermando i risultati di studi precedenti.
L’utilizzo del modello di regressione dei quantili lineare per valori
0 = 0,05; 0,25; 0,50; 0,75; 0,95 consente una lettura piu approfondita e completa

dei dati. Gli autori evidenziano ad esempio che:

e il coefficiente di regressione per la spesa media per studente, pur risultando
non significativo per i quantili condizionati di ordine 8 = 0, 25 e superiore, ri-
sulta significativo e positivo per 6 = 0, 05 e quindi per gli studenti con punteggi
bassi. Tale risultato suggerisce che un incremento di tale variabile potrebbe
incrementare il risultato conseguito dagli studenti nella parte "bassa” della

distribuzione condizionata;

e il coefficiente di regressione per la durata dell’anno scolastico e
non significativo per i quantili condizionati di ordine 8 = 0,05; 0,25 e 0, 50,
mentre risulta significativo e positivo per 8§ = 0,75 e 0,95. Tale risultato
suggerisce che gli studenti nella parte ”alta” della distribuzione condizionata
(punteggi medio-alti) potrebbero trarre giovamento da una maggiore durata

dell’anno scolastico.
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L’esempio brevemente illustrato, seppure semplice, mostra tutte le potenzialita del-
la regressione dei quantili ed in particolare la possibilita di indagare in maniera
piu completa le relazioni di dipendenza che possono sussistere in un modello di
regressione ottenenedo informazioni che sfuggono alle analisi effettuate mediante
I'impiego del modello classico di regressione.

In altre parole incrementando in maniera continua il valore di 6 nell’intervallo (0; 1)
e possibile avere informazioni in merito all’intera distribuzione di Y condizionata
ai regressori considerati. In pratica, come sottolineato da Buchinsky [10, pag. 98],
dato che si hanno a disposizione solo un numero finito di osservazioni, solo per un
numero finito di valori di € (diversi) si otterranno valori numericamente diversi delle

stime dei coefficienti di regressione.

I vantaggi che si possono conseguire impiegando la regressione dei quantili giustifi-
cano il suo largo impiego in vari ambiti applicativi.

Per un quadro sufficientemente completo si vedano Fitzenberger, Koenker e Macha-
do [18] e Yu, Lu e Stander [63].
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3.3.2 Alcuni esempi

Esempio 3.3.1 Si consideri il modello:
Y=0+0 z+U,
e si supponga che la v.c. U, sequa la distribuzione di Pareto di parametri ug e y:

. yud uOTY peru =g > 0,7 >0
y L0, =
0 altrove.

In questo caso la distribuzione della componente casuale del modello non dipende
dal valore x osservato sulla variabile esplicativa'®, ¢ possibile pertanto indicarla
semplicemente con U.

La v.c. U possiede i momenti di indice r < vy, pertanto ’aspettativa esiste finita per

v >1 ed é data da:

La funzione di ripartizione é:
FU(ua Ug, ’7) =

e il quantile di ordine 6 € (0,1) é:
& = Fi'(0) = uo (1— )/,
1l quantile condizionato di ordine 6 della v.c. Y ¢ dato da:

Co (x) =00 + 1 © + &
=[Bo + 1o (1—0)" ]+ x (3.30)
£

18La distribuzione della v.c. Y dipende da  solo per un parametro di locazione, infatti:
Fyp(y) =P[Y <y | X =]
=P[Bo+ /1 +U <y
=P[U<y—pBo— P a]
=y [y — Bo — A 2]

(o w )
= (y_ﬁ0_61$>.
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Pertanto al variare di 6 nell’intervallo (0,1), le rette che descrivono i quantili

condizionati della v.c. 'Y sono tra loro parallele, si veda la figura 3.5.

Cg(x)
A

6

peet
_____
,,,,,,,
_______
......
------

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 3.3: T quantili condizionati (g (x) dell’equazione (3.30) per o =1, 51 =1e
U ~ Pareto(ug = 1;y = 2) per alcuni valori di 6.
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Esempio 3.3.2 Si consideri ora il caso in cui la distribuzione della componente
casuale del modello dipenda dal valore osservato sulla variabile esplicativa X e la si
indichi, per comodita, con W,.

1l modello e pertanto:

Y :ﬁo—i-ﬁl ZE—FWx. (331)

Si supponga che W, sequa la distribuzione di Pareto di parametri wo(x) e vy, essendo

il parametro wo(x) legato linearmente ad x secondo la relazione:

wo(z) =a+bx a>0,b>0Y

con X wariabile non negativa.

Si osservi che la v.c. W, puo essere ottenuta dalla precedente v.c. U (esempio
3.3.1) secondo la trasformazione:
a+ bx

W, =v(x) U con  v(x)= = a +bx>0.
0

Sequendo questa impostazione, il modello (3.31) puo essere riscritto come seque:

Y =00+ 0 x+v(x)U (3.32)

e st e in grado di evidenziare che la distribuzione condizionata della v.c. 'Y dipende

da x mnon solo per un parametro di locazione ma anche per il parametro di scala

E necessario porre le condizioni ¢ > 0 e b > 0 in quanto, posto che X sia una variabile non

negativa, si ha:

- se x = 0, allora wo(z) = a e il valore minimo di una v.c. di Pareto deve essere positivo, quindi

a > 0;

- se fosse b < 0, potrebbe accadere che wo(x) = a+b x < 0 ma, per le stesse considerazioni, deve

essere wo(x) > 0.
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v(z) > 0 come nella (3.25); infatti:

Fy(y) =PY <y | X = 2]
=P [Gy+ 1 =+ v(z)U < y]

-# o< =]
-ro [0

In particolare essendo:

v(z)=ad" +0 >0

il modello (3.32) ricade nella classe dei modelli eteroschedastici lineari (3.27).

Per la componente casuale W, si ha:

y(a+bx) w Ot perw>a+bax>0a>00b>0+y>0

f(w; a) b’ l’)v) =
altrove

e A

1_(@—1— x) perw =2 a+bx >0

Fw, (wya,b,7) = w

0 altrove.

L aspettativa della v.c. W, é:
E[W,] =a AN A v > 1.

v—1 v—1
Il quantile di ordine 0 € (0,1) di W, é:

o(r) = F'(0) = (a+bx)(1—-6)""7.
L’aspettativa della v.c. condizionata Y (x) € data da:

E[Y(x)] =60 + (1 = + E[W,]

=G+ P x+a R NS
v—1 v—1

=(ﬂo+a i >+(ﬁl+b—7 )a:
v—1 v—1
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\

Il quantile condizionato di ordine 0 della v.c. Y (x) é:

Co (v) =00 + B © + &(x)
=B+ B x+(at+ba)(l—0)~ (3.33)
=[Bo+a(@—=0)"""]+[B+b(1—0)"]x
e risulta lineare in x ma, rispetto al caso precedente, le rette che descrivono i quantili

condizionati della v.c. Y (per diversi valori di 6) non sono tra loro parallele®®, si
veda la figura 3.4.

Gy
A

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Figura 3.4: I quantili condizionati (y () dell’equazione (3.33) per By =1, 51 =1e
U, ~ Pareto(wg = 1+ 2 ;7 = 2) per alcuni valori di 6.

20 A1 variare di @ variano infatti sia l'intercetta che il coefficiente angolare delle rette (3.33) che

descrivono i quantili condizionati.

88



IL MODELLO DI REGRESSIONE LINEARE DEI QUANTILI

Esempio 3.3.3 Si supponga ora di essere interessati ad un modello in cui, pur
ammettendo che la variabilita della v.c. condizionata Y (x), misurata in termini
assoluti, dipenda da x, la variabilita relativa delle distribuziont condizionate sia
costante, ossia non dipenda da x. In altre parole si vuole considerare un modello
eteroschedastico nel quale la variabilita relativa delle distribuzioni condizionate Y (z)
non dipenda dalle covariate.

In particolare, riprendendo il modello eteroschedastico lineare (3.27):
Y, =xIB+xI~v U i=1,...,n
st consideri il caso in cui:
Y=8

ossia st analizzi il modello:

Y, =x;B+x,8U = (x;8)[1+U] i=1,...,n. (3.34)
L aspettativa della v.c. condizionata Y(,) e data da:

E [Yi] = (x"8) 1 +E[U]].
Il quantile condizionato di ordine 0 della v.c. Y, e:
o () = (x"B) [1+ &) (3.35)

dove & indica, come al solito, il quantile di ordine 6 della v.c. U.
Alcune misure assolute di variabilita della v.c. Yy, basate sugli scostamenti della

v.c. rispetto ad un valore medio, sono:

e Jo scarto quadratico medio:

o [Yi] = E{ (3.36)

(Vi) — E [Yin)))*}
(x"B) olU];
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e Jo scostamento medio assoluto dalla aspettativa:

St [Yio)] =E{|Yw) —E [Yio] |}
= (XT,6> Sk [U];

e o scostamento medio assoluto dalla mediana:

SMe [}/(a:)} =E {|}/($) — Me [}/(33)} ‘}

— (x"8) Sw.[U].

(3.37)

(3.38)

Dalle equazioni (3.36), (3.37) e (3.38) si osserva che la variabilita della v.c. con-

dizionata Y (), misurata in termini assoluti, dipende dal valori x osservati sulle

covariate.

Dalle masure di variabilita assolute precedentemente calcolate, é possibile ricavare

misure di variabilita relative ad un valore medio; in particolare si ha:

oY _ (x'B) olU]
E[Yo] &'8)[1+E[U]
_ olU]
[1+E[U]]
S Vo] _ (8) 5. 1]
Me V] T8 [+ B
S U]
- [L+E[U]]

52 [¥io] _ (78) Sue U]

)
Gpa (@) (xTB) [1+ &)
_ SMe [U]

[1+ &)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Le equazioni (3.39), (3.40) e (3.41) evidenziano che la variabilita relativa (ad un

valore medio) della v.c. condizionata Y (x), non dipende dai valori x osservati sulle

covariate ed e quindi costante al variare di x.
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Esempio 3.3.4 Si riprenda 'esempio 3.53.2. Nel modello (3.31) si é osservato co-
me la distribuzione condizionata della v.c. 'Y dipenda dal valore x osservato sulla
variabile esplicativa.

Se il modello viene utilizzato per descrivere un fenomeno di natura economica, si
potrebbe essere interessati a considerare il caso in cui, pur ammettendo che la va-
riabilita della v.c. condizionata Y (x), misurata in termini assoluti, dipenda da x, la
variabilita relativa delle distribuzioni condizionate sia costante, ossia non dipenda
da x.

Se la variabilita viene misurata con la differenza media di Gini, A, si ha:

Y
Ay(x) = AW(x) ZQ(CL + b ZE) (,y _ 1)(27 — 1)
B 2ary n 2by .
(=D (-D2y-1)

Come misura di variabilita relativa si utilizza 'indice®! :

Ay ()

BV (3.42)

L’aspettativa della v.c. condizionata é data da:

ElY (z)] =E[By + 51 © 4+ W]
=0y + 01 x + E[W,]

—Go+ Bzt (at+ba)—

v—1
:(%+a 7 )+(m+b—l—)x
v—1 v—1

pertanto, se si vuole mantenere costante la variabilita relativa, deve essere:

21Tn alternativa si potrebbe utilizzare 'indice:

Ay@) Ay ()
Cos5(z)  MedianalY (z)]
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2ary " 2by T
Ay (g =Dy -1 (=D& -1) _ k>0
O e 2 (e )
y—1 v-1

08814

2 2b
276?1 + 27_71x:k;[ﬁ0 (Y= +ay] +E[B(y—=1)+br]z Vo (3.43)

Uguagliando a sistema i coefficienti delle stesse potenze di x dei due polinomi:

2ary
=k —1
1 [Bo (v = 1) + a7]
2by
= —1
1 ki(y —1)+b ]
st ottiene la soluzione:
a Bo
— = 3.44

In altre parole, affinché la variabilita relativa delle distribuzioni condizionate Y (x),
misurata con lindice (3.42), sia costante, é necessario che tra a e b vi sia la stessa
proporzione che sussiste tra By e 1.

E possibile quindi predisporre un modello nel quale la componente casuale W, seque

la distribuzione di Pareto di parametri wy e vy essendo, per la (3.44):

w02@6+bx.

A

In questo modo la variabilita relativa delle distribuzioni condizionate é costante (non

dipende dal valore x osservato sulla variabile esplicativa) e pari a:

Ay(x) 20 Y

EY(x)] (2y=1[Bi(y—1)+bA]

L’esempio appena considerato puo essere visto anche come modello eteroschedastico

lineare.
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Riprendendo infatti 'espressione (3.32), é possibile riscrivere il modello come seque:

Y =60+ /1 x +v(z)U

+b
=Bo+ By a+ 2 - U (3.45)
=60+ p1 v+ (d +Vx) U

riconducendosi pertanto al modello eteroschedastico lineare (3.27) con:

B

Bo Bi] e ~a=l[d V.

A questo punto si é visto, esempio 3.53.3, che se v = 3, la variabilita relativa delle

distribuzioni condizionate Y (z) & costante (non dipende da xz). In questo contesto
significa:

b =5

che é un caso, pit restrittivo, della condizione (3.44).
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3.3.3 Caratterizzazione delle soluzioni

Si riprenda brevemente 'impostazione del modello di regressione lineare dei quantili.
Si dispone di n osservazioni campionarie sulla variabile dipendente Y e su p variabili
esplicative (i regressori) xy,. .., z,.

Le osservazioni possono essere poste in forma matriciale secondo le (3.11) e (3.12).

Il modello utilizzato prevede:

Y,=xI8,+U; i=1,...,n
w;  i.0.d u~F 1=1,....n (3.46)
Quanty [Yi] = x] B, i=1,...,n.

Si ricorda inoltre che nel modello & necessario ipotizzare che:
Quanty [U;] =0 i=1,...,n.

La stima dei coefficienti di regressione 3, viene effettuata risolvendo il seguente

problema di minimo:

min l 0 Y;—xiT + 0—1 Yi—xiT 3.47
ByeRP n [i%;ﬁe] ( '89) [i%gﬁe] ( ) ( 69) ( )
Purtroppo le soluzioni 39 al problema di minimo (3.47) non hanno un’espressione
esplicita come nel caso dei minimi quadrati. Tuttavia le soluzioni godono di alcune
proprieta algebriche che si illustreranno rinviando al lavoro di Bassett e Koenker
[37] per le dimostrazioni.
In primo luogo una soluzione al problema (3.47) esiste sempre ma non ¢ in generale
unica; si indichi con By I'insieme delle soluzioni.

Siano:

e £L={1,...,n} l'insieme degli indici delle n osservazioni;

e H, l'insieme di tutti gli (Z) possibili sottoinsiemi h = {71, ..., j,} di £ ottenuti

selezionando ogni volta p elementi diversi.
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Preso un elemento h € H, si indichi con:
h=7L \ h

I'insieme complementare di h ossia l'insieme composto dagli n — p elementi di £ che
non appartengono a h.

Siano X la matrice quadrata di ordine p ottenuta selezionando da X le righe
{j1,...,Jp} e yp il vettore ottenuto operando la medesima selezione sugli elementi*?
del vettore y.

Si indichi inoltre con:
H,={h € H,: rank (X)) =p} CH, (3.48)

il sottoinsieme di ‘H, contenente gli elementi A tali che la matrice X, sia non sin-

golare.

Teorema 3.3.5 Se la matrice X ha rango pieno di colonna®®, allora 'insieme By
delle possibili soluzioni al problema di minimo (3.47) ha almeno un elemento della

forma:
~ -1
Bo= (X)) ¥
per qualche h* € Hy,.
I1 teorema afferma che, nelle poste ipotesi, esiste un elemento h* € H, tale che:
Vi) = X By

In altre parole un’iperpiano di regressione quantile passa esattamente per almeno p

punti tra gli n dati.

Il fatto che I'equazione dell’iperpiano di regressione quantile sia univocamente de-
terminata da un sottoinsieme di p osservazioni, tra le n date, ha sollevato le critiche

di alcuni autori in merito a due aspetti:

1. lo stimatore ignora alcune informazioni campionarie;

2211 vettore y(p,) ¢ cosi costituito dai p elementi {y; : i € h}.
Brank (X) = p.
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2. considerando la regressione mediana (# = 1/2), essendo lo stimatore funzione
lineare di alcune osservazioni campionarie, la sua efficienza e, sotto le condi-
zioni del teorema di Gauss-Markov, inferiore a quella degli stimatori a minimi

quadrati.

Tuttavia, come sottolineato da Bassett e Koenker [4, pag. 619], tutte le osservazioni
campionarie sono impiegate nel procedimento di stima per determinare il sottoinsie-
me h* dei p punti che determinano I’equazione dell’iperpiano di regressione quantile.
In secondo luogo le modalita di selezione dell’elemento h* & H, tale che
39 = (X [h*])_l Y+ rendono lo stimatore evidentemente non lineare.

Al fine di meglio comprendere queste considerazioni, risulta utile seguire 'imposta-
zione di Taylor [60].

E possibile riordinare le righe della matrice X e del vettore y in modo che le prime
p righe corrispondano alle osservazioni dell’insieme h* che determinano I’equazione
dell’iperpiano di regressione quantile.

Secondo tale impostazione e possibile scrivere:

[}’[m] _ [X[h*] 0] [,30] _ [ X By (3.49)
vl Xw 1 U] Xy Be + Uy

dove:

a = —k, — — -1 *
Uy =Yir) — XXy Yiw
=Y~ Xy Bo
e il vettore dei residui corrispondenti alle n — p osservazioni dell’insieme E*;

e (0 ¢ una matrice di zeri;
(pxn—p)

e [ ¢ la matrice identita di ordine (n — p).

Volendo ora effettuare un confronto tra lo stimatore ottenuto con la regressione
mediana (f = 1/2) e lo stimatore a minimi quadrati (3.20) si omette per comodita
I'indice 6.

Ricapitolando le espressioni dei due stimatori sono:
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= (X)) - NS Regressione mediana

@D @)

-1 . e .
MQ = (X X ) Xy Regressione a minimi quadrati
Le espressioni dei due stimatori presentano sostanziali differenze:

1. lo stimatore a minimi quadrati e funzione esplicita di tutte le osservazioni sulla
variabile dipendente e sulle variabili esplicative. L’espressione dello stimatore

della regressione mediana coinvolge invece un sottoinsieme di p osservazioni

delle n date?*:

2. l'insieme h* delle osservazioni che caratterizzano la soluzione (3 varia, in

generale, al variare delle realizzazioni del vettore degli errori u.

Per quanto segue, risulta utile osservare che e possibile riscrivere 1’espressione tra

parentesi quadre della (3.47) come:

’17/) (/307 07Yﬁ X) = Z 0 (yz - X;‘T/BG) + Z (0 - 1) (yz - X?BG)

== et 20

: . (3.50)
— Z {0 — 5+ 559 (yi — X?ﬂe)} (vi — %] By)
=1

dove sgn(u) ¢ la funzione segno definita come segue:

+1 peru >0,
sgn(u) =< 0  peru=0,
—1 peru<0.

Le soluzioni al problema di minimo (3.47) risultano caratterizzate anche dal seguen-

te teorema (si veda Bassett e Koenker [37]):

24Gi osservi tuttavia che, come sottolineato a pagina 96, tutte le n osservazioni campionarie
sono impiegate per determinare quali p punti determinano I’equazione dell’iperpiano di regressione

quantile.
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Teorema 3.3.6 ﬁg = (X[h*})_l Yine] € una soluzione al problema di minimo (3.47)

se e solo se:

0—-1) J < Z B - %sgn (yi — X?,@,) — 9] x7 (X[h*])fl <60 (3.51)

-k

Inoltre 39 ¢ l'unica soluzione se la (3.51) é verificata con il segno stretto di disu-

guaglianza.

Dove con ¢ si ¢ indicato il vettore p — dimensionale i cui elementi sono tutti uguali
al.

La dimostrazione del teorema 3.3.6 ¢ riportata in Bassett e Koenker [37] e, nel caso
della regressione mediana, in Bassett e Koenker [4].

A fini illustrativi si ritiene interessante considerare il caso dei quantili campionari.
Sievistocheperp=1lex; =1 i=1,...,n,la (3.21) coincide con la (3.9).

In questo caso, secondo il teorema 3.3.6, 29 = Yn+] © soluzione unica al problema di

minimo (3.9) se e solo se:

1 1
iR

In particolare si ha:

—0  per y; > yp),

1 1
{5 - 55971 (yi - y[h*]) - 9} =

1—0 pery; <ype.
Pertanto se si indicano con:

n_ il numero di punti per i quali y; < yjp=);

ny =mn—n_ — 1 il numero di punti per i quali y; > yp
la (3.52) diventa:
g—1<—0ny+(1-0) n_<¥
g—1<—0 (n—n_—1)+(1—-6) n_<¥
0—-—1<-nbO+0+n_<0
ng—-—1<n_<nb

n.<nf<n_+1 (3.53)

98



IL MODELLO DI REGRESSIONE LINEARE DEI QUANTILI

Si osservi che la (3.53) ¢ identica alla (3.8) che si era ricavata nella definizione del

quantile (in questo caso unico) di ordine € di un campione di n osservazioni.

3.3.4 La regressione dei quantili come problema di pro-

grammazione lineare

Nel paragrafo 2.3.2 si e illustrato come il problema di determinazione dei coeffi-
cienti dell’iperpiano di regressione mediana possa essere riformulato come problema
di programmazione lineare. Analoghe considerazioni valgono anche nel caso della
regressione dei quantili.

La possibilita di riformulare il problema (3.21) come problema di programmazio-
ne lineare ¢ dovuta, come si e visto nel paragrafo 2.3.1, all’espressione dei residui

5

di regressione come differenza di due quantitd non negative?®. Nella fattispecie &

possibile esprimere il vettore dei residui u come:
+ -
u = [u]" —[u]
dove:
e gli elementi del vettore [u]™ sono definiti come:
]—&-

[u;]” = max {0;u;} i=1,...,m

e gli elementi del vettore [u]” sono definiti come:

[u;]” = —min {0;u; } i=1,...,n.

In questo modo la funzione obiettivo da minimizzare sara analoga alla (2.39) tenendo
conto che la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3) attribuisce peso 6 ai
residui positivi e peso 6 — 1 ai residui negativi.

In definitiva il problema di minimo (3.21) puo essere riscritto come segue:

Bgnei%pﬁ Mt A+ (1—-0) S [u]” (3.54)

25 A differenza dell’impostazione seguita nel paragrafo 2.3.1, nel seguito si utilizzera la piit

compatta notazione matriciale.
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soggetto a:
Y=XB+[u" —[u (3.55)
(" fu” e R
Dove con ¢ si ¢ indicato il vettore n- dimensionale i cui elementi sono tutti uguali

al.

Come evidenziato da Cizek [12], la linearita della funzione obiettivo (3.54) e dei
vincoli (3.55), implica che la soluzione si trovi in corrispondenza di uno dei vertici
del poliedro definito dai vincoli (3.55) e che tali vertici corrispondono agli elementi
appartenenti all’insieme H,, definito nella (3.48).

In particolare il passaggio da un vertice ad un altro nel poliedro definito dai vincoli
(3.55) equivale a passare da un elemento hy € H, ad un altro elemento, dello

stesso insieme, hy € H),.

Brevi considerazioni sugli algoritmi risolutivi

Gli algoritmi risolutivi di problemi di programmazione lineare di questo tipo?S,
prendono il nome di exterior-point methods.
Per quanto riguarda i software disponibili per la soluzione di problemi di regressione

dei quantili, ¢ disponibile gratuitamente in rete il pacchetto quantreg il cui autore e

@R

gratuito e scaricabile dal sito internet http://cran.r-project.org/.

Roger Koenker. Tale pacchetto e utilizzabile con il software completamente
Nel presente lavoro non si e approfondita la tematica relativa ai possibili algoritmi
risolutivi disponibili per la regressione dei quantili; per completezza si ritiene tut-
tavia utile riportare i riferimenti ai principali algoritmi.

La funzione rq del pacchetto quantreg prevede attualmente due tipologie di possibili

metodi risolutivi:

1. un exterior point method proposto da Koenker e D’Orey [38] e [39] basato

su una modifica dell’algoritmo proposto da Barrodale e Roberts [3] per la

26 Algoritmi che considerano i vertici del poliedro definito dai vincoli.
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soluzione di un sistema di equazioni indeterminato impiegando la norma in
L.
Tale algoritmo risulta efficiente in termini computazionali per un numero n

di osservazioni fino a qualche migliaio;

. per un numero elevato di osservazioni (n > 100000) Koenker e Portnoy [40]

hanno implementato un interior point method.
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3.3.5 Proprieta delle soluzioni

Koenker e Bassett [37] hanno dimostrato che le soluzioni ottenute con la regres-
sione dei quantili godono di importanti proprieta alcune delle quali, tipicamente le

proprieta di equivariazione, sussistono anche per gli stimatori a minimi quadrati.

EQUIVARIAZIONE

Si indichi con:

B(,y,X)

I'insieme delle soluzioni al problema di minimo (3.47) e sia
B(0.y,X) € B(0,y.X)

una stima per i coefficienti dell’iperpiano di regressione per il 6 — mo quantile
condizionato.
Bassett e Koenker [37], hanno dimostrato importanti proprieta di equivariazione

delle soluzioni; in particolare valgono le seguenti proprieta:

i)
E(@,Ay,X): A/[j(07y’X) se A S [07OO>7
AB(1—60,y,X) seX € (—0,0].

La proprieta afferma che se tutti i valori del vettore y vengono moltiplicati per
una quantita A > 0 allora anche la soluzione subira la stessa trasformazione.
Un esempio classico di questo tipo di trasformazioni di scala e il cambio di
unita di misura in cui e espresso il vettore y.

Se invece i valori del vettore y vengono moltiplicati per una quantita A < 0
allora i coefficienti dell’iperpiano di regressione di ordine 6 per i valori trasfor-
mati Ay corrispondono ai coefficienti dell’iperpiano di regressione di ordine
1 — 0, per i valori originari y, cambiati di segno. Quest’ultima proprieta e
facilmente comprensibile se si considera che il quantile di ordine 6 di una serie

di valori diventa il quantile di ordine 1—6 se i valori vengono cambiati di segno.
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-~ -~

Bl,y+Xv,X)=B0,y,X)+v cony € R

Secondo questa proprieta, se al vettore delle osservazioni sulla variabile di-
pendente y viene aggiunta una combinazione lineare dei p vettori delle osser-
vazioni sulle variabili esplicative?” con coefficienti dati dal vettore ~, allora la
soluzione per il vettore y + X~ corrisponde alla somma della soluzione per il
vettore y e il vettore « che riporta i coefficienti della combinazione lineare.

Si osservi che i residui di regressione per i due modelli coincidono, infatti:

y+ X9 =X B0,y +Xv,X)=y+Xv-X [E(H,y,X) +7]
=y + Xy =X B(0,y, X) - X v
=y - X B(0,y,X).
Pertanto i residui di regressione risultano invarianti alle trasformazioni di
questo tipo.
iii)

B\(H,y, X A) = Ailﬁ(e,y,X) con A non singolare.

(pxp)

Si osservi che nel caso di = 1/2 (regressione mediana), una trasformazione lineare
del vettore y comporta una trasformazione lineare, con i medesimi coefficienti, della

soluzione. Infatti per le proprieta i e ii si ha:
B\(@,al—i—agy,X):a1+a23(0,y,X) con ap,ay € R.

EQUIVARIAZIONE A TRASFORMAZIONI MONOTONE

La funzione quantile (3.28) di una v.c. Y, avente funzione di ripartizione Fy [y],

descritta nel paragrafo 3.3.1:

Qy(0) =inf{y € R| Fy[y] >0} 0<6<1.

27Combinazione lineare delle colonne della matrice X.
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gode di un’interessante proprieta.

Se g € una funzione monotona strettamente crescente e continua da sinistra, allora:
0=PY <Qv(0)]=Plg(Y)<g(Qr()] 0<0<L

In altre parole la funzione quantile della v.c. g(Y’), ottenuta applicando la trasfor-

mazione monotona crescente g alla v.c. Y, ¢ data da g (Qy(6)).

Analogamente per la funzione quantile condizionata (3.29) si ha:
Qrx(?[x)=g(Qrx(0|x)) 0<0<1 (3.56)

dato che:
PlY <y |x]=Plg(Y) <g(y) [x].

Tale proprieta e peculiare dei quantili in quanto per i modelli che considerano

I’aspettativa condizionata della v.c. Y si ha:

E(g(Y) |x)#gEQN |x))

con uguaglianza solo per particolari forme della funzione g ad esempio il caso in cui
la trasformazione g sia lineare.
Una particolare applicazione della proprieta appena illustrata ¢ il modello di regres-

sione dei quantili censurato, si veda Powell [52].

NUMERO DEI RESIDUI POSITIVI E NEGATIVI

Affrontando il problema della determinazione dei coefficienti dell’iperpiano di re-
gressione mediana (da un punto di vista descrittivo), si e evidenziata, nel paragrafo
2.4.2, una proprieta dei residui di regressione ed in particolare una relazione tra il
numero dei residui positivi, negativi e nulli.

Per I'iperpiano di regressione dei quantili esiste un’analoga proprieta.

Data una soluzione 3, € By al problema di minimo (3.47), si indichi con:
u=y-X Bo
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il corrispondente vettore dei residui di regressione. E possibile considerare una
partizione dell'insieme {1,...,n} degli indici degli n punti sulla base del segno del

corrispondente residuo; in particolare si indichino con:

o Zyp, = {i : u; =0} l'insieme degli indici dei punti che hanno residuo nullo

(giacciono sull’iperpiano);
® Ny = {i : u; < 0} I'insieme degli indici dei punti che hanno residuo negativo;
e Py ={i : u; >0} I'insieme degli indici dei punti che hanno residuo positivo.
Ovviamente i tre insiemi sono disgiunti, inoltre:
{1,....n}=Zp U Ny U Pp.

Si indichino con ngy, n_ e ny, rispettivamente, le cardinalita degli insiemi Z B,
Ny, e Py ossia il numero degli elementi (residui) nulli, negativi e positivi del vet-

tore U.

Teorema 3.3.7 Se la matrice X delle osservazioni sulle variabili esplicative con-

tiene una colonna di 1 (ossia l'iperpiano di regressione prevede l'intercetta), allora:
n_<nh<n—ny=n_+ny. (3.57)
Se ,[/3\9 ¢ 'unica soluzione allora la (3.57) vale con il segno di disuguaglianza stretto.

Allo scopo di meglio comprendere il significato della doppia disuguaglianza (3.57)
¢ opportuno dividere ogni membro per n:
n_ n_  mng

—go< =+ 2 (3.58)
n n n

n

Per n elevato il rapporto®® ~2 risulta trascurabile e la (3.58) informa che la frazione
n

dei punti con residuo negativo® tende ad essere .

Analogamente, dato che n = ng +n_ + n,, la (3.58) puo essere riscritta come:

Mg ™ (3.59)
n n n

28La frazione dei punti che giacciono sull’iperpiano di regressione quantile.
29A1 di sotto dell’iperpiano di regressione.
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e, per le stesse considerazioni, per n elevato la frazione dei punti con residuo posi-
. ny
tivo’¥ — tende ad essere 1 — 6.
n
Si osserva pertanto una stretta analogia con la definizione di quantile di ordine 6 di

n valori.

La dimostrazione del teorema (3.3.7) fornita in Koenker e Bassett [37] fa uso della
derivata direzionale della funzione (3.50); nel seguito si ritiene utile proporre una
dimostrazione alternativa ricavata seguendo l'impostazione della dimostrazione del-
la disuguaglianza (2.52) fornita in Bloomfield e Steiger [7, pag.16] .

A tale proposito si osservi che ¢ possibile riscrivere la (3.57) come segue:

n_<nd<n_+ng
n_<(n_+ng+ny)f <n_+ng
n_<On_+60ng+0n,. <n_+ng

@—1)ng < (1 —0)n_ —On, < Ony. (3.60)

Si indichi con ¢ il minimo dei valori assoluti dei residui dei punti appartenenti agli

insiemi bee e N B, in altre parole:

d= min |
1€ (P U NIB )
0 0

e sia:

0<e<d. (3.61)

Dato che la differenza (1 —6)n_ — 6n, puo essere positiva, negativa o nulla, &
necessario considerare separatamente due casi.

Si consideri il caso (1 —0)n_ — On, < 0 ossia:
(1—-0)n_<0On,.
Essendo 6ngy > 0, e sufficiente dimostrare in questo caso che:

O@—1ng<(1—0)n_—0On,.

30A1 di sopra dell’iperpiano di regressione.
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Sia ora:
Yo =10 ... 0]' + B,

e si indichino per comodita con w;(By) e u;(v,) i residui dei punti dagli iperpiani di
regressione lineare con coefficienti, rispettivamente, 3, e ~,.

Dato che i due iperpiani differiscono per la sola intercetta, si ha:

wi(Ye) =Yi — T Vg
=y; — 1 B — €
=u;(By) — €
e, data la limitazione (3.61) su ¢, si ha:
ui(ﬁ(,) —e>0 peri € PBQ;

u;i(vy) = ui(a(,)—e<0 per i € NBG;
—e<0 per ¢ € ZBG'

Pertanto
i lo (yi — % Vo) = i Co (ui(vy))
= Z [(9 <Uz(39) — 6)} + Z [(9 - 1) (%(B@) — 6)] + (1 —0)e ng

ieP ieN
0 0
= Zﬁg (uz(ée)) —feny + (1 —0)en_ 4 (1 — O)eny
i=1

= ZEQ (uz-(39)> +e[(1—60)n_ —Ony + (1 —0)ng).

Se
(1—=0)n_—6Ony+(1—-0)nyg <0
ossia:
Ony —(1—0)n_ > (1 —0)ng
si avrebbe:

iee (w(Bo)) > Zf (ui(7s))
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e quindi 3, ¢ B(6,y, X).
Pertanto deve essere:
O@—1)ng<(1—=0)n_ —0On,.

Si consideri ora il caso (1 —60)n_ — 6Ony > 0 ossia:
(1—=0)n_ > 6On,.
Essendo (6 — 1) ny < 0, ¢ sufficiente dimostrare in questo caso che:
(1 —=0)n_ —6On, < Ong
Sia ora:
vo=[-€0 ... 0" + 3,
Siccome i due iperpiani differiscono per la sola intercetta, si ha:
wi(Ye) =Yi — ] Vg
=y — 2] By + ¢
=u(By) + ¢

e, data la limitazione (3.61) su €, si ha:

ui(39)+6>0 peri € Pp;
ui(vg) = ui(§9)+e<0 peri € Np:
e>0 peri € ZBG.

Pertanto

i lo (v — % 7y) = Zi: ly (ui(y))
= Z [9 (W(,/B\e) + 6)] + Z [(9 - 1) (Uz(gg) + e)] + Oe ny

el €N
0 0

:Zée (u(@;)) +feny — (1 — O)en_ + Oeny
i=1

=3t (w(B) + ¢lbns — (1- B)n_+ 0.

i=1
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Se

On_(1—0)n_+6ny <0
ossia:

(1—=0)n_—0n, > 6Ong
si avrebbe:

St ((B) > Do )

e quindi 3, ¢ B(6,y, X).
Pertanto deve essere
(1 —=0)n_ —0On, < —0ny.

ROBUSTEZZA

Nel paragrafo 3.3.1 si sono introdotti i vantaggi, in termini di robustezza, della
regressione dei quantili rispetto alla regressione a minimi quadrati.
La robustezza della soluzione B\g a valori estremi osservati sulla variabile Y, trova

conferma nel seguente:

Teorema 3.3.8 Se
B € B0y X),

allora

B e B(@,XB+ Dﬁ,X), (3.62)

dove D e una matrice diagonale ad elementi non negativi.
(nxn)

Per l'iperpiano di regressione quantile si ha pertanto una proprieta analoga a
quella evidenziata per 'iperpiano di regressione mediana (paragrafo 2.4.2).
Il teorema afferma che un incremento del valore di y per i punti con residuo positivo
o un decremento del valore di y per i punti con residuo negativo lascia invariata la
soluzione al problema di minimo.
In termini geometrici tale proprieta significa che la soluzione non varia se si ”spo-

stano” i punti variandone il valore di Y fintanto che gli stessi rimangono dalla stessa

109



LA REGRESSIONE DEI QUANTILI

parte dell’iperpiano ossia non cambia il segno del loro residuo rispetto all’iperpiano.

Si osservi che essendo:
XB+Dui=XB+1U—1+Du
=y —u+ Du
=y + (D —-1I,)u

dove con I, si e indicata la matrice identita di ordine n, la non negativita degli
elementi della matrice diagonale D assicura che i punti restino dalla ”stessa parte”
dell’iperpiano. Infatti se con d; > 0, ¢ = 1,...,n si indicano gli elementi diagonali

della matrice D, il generico elemento del vettore y + (D — I,,)u é:

Yi + (di — Vu; =y; — u; + diu;
< yi seu; <O0;

:@ -+ dzﬁl R R
>y se u; > 0.

3.3.6 La distribuzione asintotica degli stimatori

La determinazione della distribuzione asintotica degli stimatori dei coefficienti del-
I'iperpiano di regressione quantile, sfrutta il risultato ottenuto in merito alla distri-
buzione asintotica congiunta dei quantili campionari derivato in Mosteller [47].

Si consideri per il momento la distribuzione asintotica congiunta di due quantili

campionari.

Teorema 3.3.9 Sia Wi, W, ..., W, un campione casuale estratto da una distribu-
zione continua con densita fy (w) continua e strettamente positiva in un intorno dei
quantili Cg, e Cp,, con 0 < 61,0, < 1. Sia E = [Co,, Cp,] € si indichi con al = [691, 692]
il vettore dei corrispondenti quantili campionari.

Allora

Vi (&= ¢) 4 M (0,9)
dove ) e la matrice il cui generico elemento é:
Hlil’l(‘gi, 93) — Qz Gj
wij =
f(Co,) f (Co,)

ij=1,2.
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Il teorema 3.3.9 afferma quindi che, se sono soddisfatte talune condizioni sulla fun-
zione di densita della v.c. W dalla quale il campione casuale e estratto, allora la
distribuzione congiunta dei quantili campionari di ordine 6, e 6, converge in distri-
buzione alla distribuzione normale bivariata con vettore delle medie ¢ = [Coy, Coy) €

matrice di varianze e covarianze:

01 (1 — 01) ITliIl(Ql, 02) — 91 92

1 n 12 nf(Cl)f(CQ)
A= mm(elfcegc)@—) 0, 0 5 (1= 0y

n f(C91)f(C92) n f(<92)2

Si osservi che, per il teorema 3.3.9, il generico quantile campionario Eg ha una
0 (1—-0
distribuzione asintotica normale di media (y e varianza M

nf(G)”

Di particolare interesse e il caso della mediana campionaria che ha distribuzione

asintotica normale di media (/o e varianza:

1/2 (1—1/2) 1

n f (C1/2)2 B dn f (C1/2)2.

Il teorema 3.3.9 puo essere generalizzato al caso di k quantili campionari:

Teorema 3.3.10 Sia Wy, W, ..., W, un campione casuale estratto da una distri-
buzione continua con densita fy(w) continua e strettamente positiva in un in-
torno dei quantili Co,,Cpy,--.,Co,, cOn 0 < 0 < Oy < ... < 0 < 1. Sia Z =
[Coys Coos -+ -5 Co, ] € st indichi con Cn = [Z”gl, Egz, o agk] il vettore dei corrispondenti
quantili campionari.

Allora

dove 2 ¢ la matrice il cui generico elemento é:

0; (1 -0, o

wij = M i <. (3.63)
f(CHZ)f (C@j)

I risultati mostrati per la distribuzione asintotica dei quantili campionari trovano

estensione per gli stimatori ottenuti con la regressione dei quantili. Il principale

risultato derivato da Bassett e Koenker [37] € riportato nel seguente:
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Teorema 3.3.11 Sia {Bn(el),...ﬁn(ek)} con0 <6, <0y, <...<0, <1 una
successione di soluzioni uniche al problema di minimo (3.47) per il modello (3.46).
Siano C@ - F71(9)7 C(0> = [C@a 07 s 70] ER e En(e) = Bn(0> - /8

Si assuma:

(i) F é continua ed ha densita continua e positiva f nei punti (o, j=1,...,k;
(i) zn=1 i=1,...,n (il modello prevede l'intercetta) e

1
lim —XTX =@Q

n—>o00 N,

con () matrice definita positiva.

Allora:

Jn (Enwl) L (0)), . Co(0)) — cn(ek)) B Nip (0,02Q7Y)

dove Q2 ¢ la matrice di varianze e covarianze asintotica, dei corrispondenti quantili

campionari, il cui generico elemento é dato dalla (3.63).

Il teorema 3.3.11 risulta utile se si vuole determinare la distribuzione asintotica
congiunta di una combinazione lineare di quantili condizionati tuttavia, se si foca-
lizza 1'attenzione su un unico valore di 6 e quindi si considera lo stimatore [/3\”(0),
il teorema consente di affermare che, stanti le ipotesi da assumere, la sua varianza

asintotica e:

0(1-6)
Far ¢

Si osservi inoltre che per stimare la matrice di varianze e covarianze asintotica degli
stimatori della regressione dei quantili, e quindi di sfruttare il risultato del teorema
3.3.11, e necessario, qualora non sia nota, stimare il valore che la funzione di densita
f, della v.c. che descrive gli errori di regressione u, assume in corrispondenza del

quantile di interesse.
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3.3.7 La regressione lineare dei quantili ponderata
Il caso del modello eteroschedastico lineare

Come sottolineato da Zhao [66, pag. 765], nel caso di eteroschedasticita della com-
ponente casuale del modello lineare della regressione dei quantili, gli stimatori otte-
nuti come soluzione al problema di minimo (3.21), e quindi la soluzione al problema
di programmazione lineare (3.54) con vincoli (3.55), risultano inefficienti.

Nel presente lavoro non si & avuto tempo di approfondire questa tipologia di modelli
e le relative procedure risolutive; tuttavia si ritiene utile riportare di seguito alcuni

risultati presenti in letteratura.

Considerando il modello eteroschedastico lineare:
Y, =x! B+x1v U 1=1,...,n

introdotto a pagina 75, Koenker e Zhao [42] osservano come sia possibile ottenere
uno stimatore piu efficiente utilizzando la regressione dei quantili ponderata.

Nelle sue linee generali, la procedura consiste nel ricavare preventivamente una stima
4 per il vettore dei coefficienti della combinazione lineare delle covariate che agisce

sulla componente casuale del modello. Tale stima viene utilizzata per determinare

1 pesi:
Oi=xiy>0 i=1,...,n
da impiegare nella minimizzazzione ponderata:
min 1 zn:@flﬁg (Y —x/By) - (3.64)
By ERP N P ! ! i 176

I1 problema di minimo (3.64) puo essere agevolmente espresso come problema di
programmazione lineare, in analogia a quanto osservato nel paragrafo 3.3.4, sem-

plicemente inserendo il vettore che fornisce i pesi positivi @;.

)

La stessa funzione rq del pacchetto quantreg per , prevede la possibilita di

specificare dei pesi da associare ai residui.
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LA REGRESSIONE DEI QUANTILI

La minimizzazione degli errori relativi

La ponderazione, nella regressione dei quantili, risulta utile anche quando si ¢ inte-
ressati a minimizzare la somma dei valori assoluti dei residui relativi.
Gli autori che per primi hanno affrontato tale problema sono stati Narula e Wel-
lington [48] nel 1977.
Il lavoro e precedente all’introduzione della regressione dei quantili e quindi gli au-
tori affrontano il problema esclusivamente nel contesto della regressione mediana
0=1/2).
Narula e Wellington considerano gli errori relativi:

Yi — XiTﬁ

Yi
e si pongono il problema di determinare 3 tale da rendere minima:
n

>

i=1

i—1 il

yi —xI'B| & |y —xIB|
Y; ‘:Z

Una volta definiti i pesi:
1
= yi # 0
|yl

¢ possibile, come al solito, esprimere i residui assoluti di regressione

Wy

Ui = Yi — X;TF,B

come differenza di due quantita non negative e riformulare, analogamente a quanto

visto nel paragrafo 3.3.4, il problema in termini di programmazione lineare:

ﬁnéigp J([u]f + ) w (3.65)
soggetto a:
Y=XpB+[u"—[u" (3.66)

], [u]” € R

La procedura puo essere agevolmente estesa al generico quantile di ordine 6 €
(0,1) utilizzando la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3) e quindi attri-

buendo peso ¢ ai residui positivi e peso 8 — 1 ai residui negativi.
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Capitolo 4

Quantili di quantita

4.1 Introduzione

Nel paragrafo 3.1.1 si ¢ illustrato come i quantili campionari possano essere definiti
anche come soluzione ad un problema di minimo e quindi senza ricorrere al preven-
tivo ordinamento dei valori.

In generale il quantile di ordine # e definito come il piu piccolo valore (y tale per
cui il numero dei valori minori o uguali a (4 rappresenta una frazione almeno pari
a @ del numero complessivo di valori osservati.

In ambito economico oltre ai quantili di questa natura, che vengono denominati
quantili di popolazione, riveste un certo interesse anche lo studio dei quantili di
quantita.

In questo caso si considerano tipicamente variabili non negative, quali ad esempio
il reddito, e si vuole individuare il piu piccolo valore 7 tale che i valori minori o al
piu uguali a n rappresentino complessivamente una predeterminata quota dell’am-

montare complessivo del fenomeno considerato.

Sia W una v.c. continua e non negativa avente funzione di densita di probabilita

f(w).
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QUANTILI DI QUANTITA

Si suppone che 'aspettativa di W esista finita e sia positiva:

o0

E[W]:/w f(w) dw = p € (0,00).

0

In questo contesto risultano di interesse sia la funzione di ripartizione:
w
Fw) = /f(t)dt
0

sia il primo momento incompleto:

Se ad esempio W e la v.c. che descrive la distribuzione del reddito personale di una

£(#) dt.

= |

data popolazione:
F (w) indica la frazione di popolazione con reddito non superiore ad w;

@ (w) indica la quota di reddito complessivo riferibile alle unita con reddito non

superiore ad w.

Il quantile di popolazione di ordine # ¢ definito come:

¢ =inf{w : F(w)> 6} 0<f<1
mentre il quantile di quantita di ordine 6 e fornito da:

ne = inf {w : Q(w) > 6} 0<d<1

Si osservi che, essendo’:

si ha:
Co <My VO <6 < 1.

1Si veda ad esempio Zenga [64]
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Nel capitolo 3 si e osservato che, impiegando la funzione di perdita assoluta asim-

metrica fg(u) (3.3), il migliore valore di sintesi per la v.c. W e il quantile (di

popolazione) di ordine 6 di W e che pertanto? la soluzione c al problema di minimo:
min Ely (W — ¢)

e il quantile di ordine 6 della v.c. W.
Di seguito si mostrera come sia possibile ricavare un’analoga definizione anche
per i quantili quantita.
In particolare il quantile di quantita di ordine € della v.c. W puo essere definito
come la soluzione ¢ al problema di minimo:
mcinE {69 (W —¢) %] .

A questo proposito si osservi che:

E [eo (W =0 %] - 7 to (w =€) = f )i

c o

—00

:(6—1)/(w—0)%f(w)dw + 9/(w—c)%f(w)dw

—00

C

—(0—1) /%f( dw—c/ ZF(w)dw y +

+9/ Zfw dw—c/f

—c0[1-Q(c)]
- / £ )dw—/if( Jdw—c [0 -Q(c)].  (4.1)

2Si veda pag. 63.
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Uguagliando a zero la derivata prima della (4.1) rispetto a c si ha:

w

d 2 [
K /7 F(w)dw — / Ce o — e [0~ Q(c)

—0o0 —0o0

e quindi c¢ ¢ il quantile di quantita di ordine 6 della v.c. W.
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LA DEFINIZIONE DEI QUANTILI DI QUANTITA CAMPIONARI COME
PROBLEMA DI MINIMO

4.2 La definizione dei quantili di quantita cam-

pionari come problema di minimo

Siano y1,..., %, ..,Yn le osservazioni su un campione casuale estratto dalla distri-
buzione della v.c. non negativa Y; si considerino le osservazioni ordinate in senso
non decrescente:

Yy S YR S Yo S - S Ym)

e si indichino con T' = )""  y; > 0 e con ¥, rispettivamente, il totale e la media
aritmetica delle osservazioni.

Lo stimatore naturale per il quantile di quantita 7y ¢ il corrispondente quantile

campionario;
ﬁg = inf {y(i) : Q(y(i)) Z Q}
dove:
DOEEED DN DR
@(b) _ Jr y;<b _ Jt y;<b _ Jr y;<b

" ny T
E Yi
i=1
Pertanto, al fine di individuare il quantile campionario di quantita di ordine @,
necessario, una volta ordinati i valori in senso non decrescente, cumulare i valori or-

dinati fintanto che si raggiunge (o si supera) la quota 6 del totale dei valori osservati.

Tradizionalmente la definizione di quantile di quantita si basa quindi su una
preventiva operazione di ordinamento dei valori. Tuttavia si ¢ visto (pagina 117)
che il quantile di quantita ordine # di una v.c. non negativa W puo essere definito

anche come soluzione al problema di minimo:
W
minE {69 (W —¢) —] .
c f

dove ¢y indica la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3).

E possibile utilizzare la medesima definizione per i quantili di quantita campio-

nari.
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Nella fattispecie il quantile di quantita campionario puo essere definito come ogni

soluzione b al problema di minimo:

. Yi
bnéng}ez&w (y; —b) —

=min | > 0@ —b— S 0-1) (g—b) L. (4.2)

[2:y;>b] [2:y; <b]
E possibile dimostrare agevolmente che l’espressione tra parentesi quadre della

(4.2) & minimizzata per:

b:ng.

Infatti, indicata con D(b) la quantita tra parentesi quadre della (4.2), si ha:

_ezyz — b Z—+9—1 Zyz_ 0 —1) Zy’

[2:y;>b] [2:y; >b] [2:y; <b] [2:y; <b]

=0 > L pg 1-Qw]+0-10 3 L e-1) Q0)

[i: yz>b [d:y: <b] i
2
- y@ Y (-1 y—1+b[Q(b)—9]
[i: yz>b [2:y: <b) ny

Al fine di valutare 'andamento di D(b) al variare di b si considerino:

Yy : ~
D(yw) =10 > n(_]@) +(0-1)> n(_Jy) + Y [Q(yu)) - 9]
j=i+1 j=1
~ Y Y0 5
D(y(iy1)) = 0 n_Jg +(-1) Z nj T Y+1) [Q(y(z—i—l)) - 9}
j=i+2 j=1
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LA REGRESSIONE LINEARE DEI QUANTILI DI QUANTITA

e la differenza:

2 2

N Dy = ey Ve o Ay
D(ygi+1)) — D(yuy) = — 0 pr +(0—-1) p + Y(t1) [Q(y(m)) 9]+
— Y [Q(yu)) - 9}

2

Y+ 0 0
== 0 [y — vy + v QWary) — Y@ ye))
:_@_9 e — vo] + visn [Qwa) + 252 — 5 Qly)
i @+1) — Y] T Ya+) OV " @I

=—4f [y(iJrl) - y(i)] + @(y(i)) [y(l-ﬂ) — y(i)}
= [yi+1) — v [@(Mz’)) - 9} :

La differenza [y(zqu) — y(i)} ¢ non negativa, pertanto:
<0 se Q\(y(i)) < 9;

D(y(i+1) — D(ya)) _

>0 se Q(y(i)) > 0.

Quindi all’aumentare di b, la funzione D(b) decresce fintanto che @(b) <6 1

minimo si ha per il valore di b tale che:

Q) =9.

4.3 La regressione lineare dei quantili di quantita

Nel paragrafo 3.3 si ¢ mostrato come il modello di regressione lineare dei quantili sia
interpretabile come il risultato dell’estensione, al contesto della regressione, della
definizione del quantile di popolazione come problema di minimo.

Analoghe considerazioni consentono di affrontare il problema della determinazione
dei coefficienti dell’iperpiano di regressione lineare per i quantili di quantita.

A questo proposito, seguendo I'impostazione del paragrafo 3.2 e il modello lineare:

Y =x'B+U
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e possibile pervenire alla determinazione dei coefficienti 3, dell’iperpiano di regres-

sione dei quantili di quantita di ordine € risolvendo il problema di minimo:

min —ZEQ —X; ﬂe)%

BoeRP N

(4.3)

= min % Z 0 (yl — X?ﬁg) % + Z (9 — 1) ( T,B(?)

BpERP
[ii>T 8] [i:9:<x7 8, ]

<8

dove, come al solito:
e x! indica I'i-ma riga della matrice X (3.12);

e y; indica la realizzazione della v.c. Y sulla i-ma unita statistica.

4.3.1 La regressione dei quantili di quantita come problema

di programmazione lineare

Nel paragrafo 3.3.4 si e illustrato come il problema di determinazione dei coefficienti
dell’iperpiano di regressione dei quantili possa essere riformulato come problema di
programmazione lineare. Per l'iperpiano di regressione dei quantili di quantita si
ha una rappresentazione del tutto analoga.

Come di consueto i residui di regressione u vengono espressi come differenza di due

quantita non negative:

In questo contesto, a differenza del problema di programmazione lineare (3.54), oltre
a tenere conto dei pesi § e § —1 che la funzione di perdita assoluta asimmetrica (3.3)
attribuisce rispettivamente ai residui positivi e negativi, ¢ necessario introdurre i

pesi:

In definitiva il problema di minimo (4.3) puo essere riscritto come segue:

min 0" [u]" = + (1-0) ¢ [u]” (4.4)

By € NP

<<
|
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LA REGRESSIONE LINEARE DEI QUANTILI DI QUANTITA

soggetto a:
Y =X B+[u" —[u” (4.5)
u™,[u]” € R

Risulta utile osservare che il problema di minimo (4.3) altro non & che un problema

di regressione lineare dei quantili ponderata (si veda il paragrafo 3.3.7) con vettore

dei pesi non negativi:

<<

4.3.2 Caratterizzazione dei residui

Nel paragrafo 3.3.5, dedicato alle proprieta delle soluzioni al problema di minimo
per la regressione dei quantili (di popolazione), si & visto che, in merito al numero

di residui positivi e negativi deve valere la disuguaglianza (3.57):
n_.<nd<n—ng=n_+ng
che, nella dimostrazione proposta, ¢ stata riscritta® come:
(0—1)ng < (1—=0)n_ —On, < Ony.

Nel caso della regressione lineare dei quantili di quantita vale un’analoga proprieta
che tiene conto del sistema di ponderazione assegnato ai residui.

Nella fattispecie, data una soluzione B\e al problema di minimo (4.3) e considerata
la partizione dellinsieme {1,...,n} degli indici degli n punti sulla base del segno

del corrispondente residuo u; i=1,...,n:

o 7 B, = {i : u; =0} insieme degli indici dei punti che hanno residuo nullo

(giacciono sull’iperpiano);
o Ny, ={i : u; <0} insieme degli indici dei punti che hanno residuo negativo;

. PBo = {i : w; > 0} insieme degli indici dei punti che hanno residuo positivo;

3Si veda la (3.60).
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si ha il seguente:

Teorema 4.3.1 Se la matrice X delle osservazioni sulle variabili esplicative con-

tiene una colonna di 1 (ossia l'iperpiano di regressione prevede lintercetta), allora:

Zyz 9<1—Zyl—z +Zyl (4.6)

zEN i€EP €N 1€Z
6 6

La relazione (4.6) afferma che per T elevato e posto che il "peso” dei punti che

4 sia trascurabile, i punti sotto I'iperpiano di

giacciono sull’iperpiano di regressione
regressione (con residuo negativo) tendono ad assorbire una quota pari a 6 dell’am-
montare complessivo 7T

Viceversa, riscrivendo opportunamente la (4.6) si ottiene la relazione:

R DI ED I T

ZGP zGN ZEP zEZ

la quale informa che i punti sopra l'iperpiano di regressione (con residuo positivo)

tendono ad assorbire una quota pari a 1 — 6 dell’ammontare complessivo T

La dimostrazione del teorema 4.3.1 risulta del tutto analoga alla dimostrazione® del
teorema 3.3.7. Si ritiene tuttavia utile riportarla per completezza.

In primo luogo si osservi che la (4.6) puo essere equivalentemente riscritta come:

0—1) Zy’ (1-96) Z%—ezy’ ezzi. (4.7)

zEZ 1EN eP ZEZ
(] (7]
Sia:
= min |

€ (P,Bg @] N,Bg)
e sia:

0<e<d. (4.8)

427;62/9 %

o
5Si vedano pag. 106 e seguenti.
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La differenza:

(1-6) —ezyz

iEN ’LGP
0

puo essere positiva, negativa o nulla; ¢ necessario quindi considerare separatamente
due casi.

Si consideri il caso:

Z yz Zyz

ZEN ’LEP

Yi : : : .
Essendo 0) .. 2y T > 0, ¢ sufficiente dimostrare che:
0

ID 3L TRV SRS o1 3

ZEZ zEN zeP

Sia ora:

Yo =10 ... 0]' + B,

e si indichino per comodita con u;(By) e u;(v,) i residui dei punti dagli iperpiani di
regressione lineare con coefficienti, rispettivamente, 3, e ~,.

I due iperpiani differiscono per la sola intercetta, pertanto:

Uz‘(’)’a) =Yi — x?’)’e
=y — 7 B — €
=u;(Bg) — €

e, data la limitazione (4.8) su € si ha:
ui(ﬁe) —e>0 peri € Py;

u; () = ui(ﬁ@) —e<(0 peri € NBG;
—e<0 per i € Z/Qg'
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Pertanto
Zﬁo (yi — %! v) % = Zﬁg (u;i () %
=1 i=1
N [9 (“’(59) N 6) %] + > |0-1) (uz(ﬂe) ) } +(1-9)
ep X icN ,
=Dl (uz(Be))%— %+(1—9)e Z e Y Yi
=1 iep , ieN \ zeZ
=St (wB) L |- ST L vi
; 9<U 9) € zeNgT zePe zEZ T
Se
Z Z- 0 Z i + 1 - T <0
iEN , 1gp zGZ )
ossia:
9 Yis1- Yi
i€Py, Z; ZGZ T
si avrebbe:

- 2 Y - Yy
>t (w(B) % > D o lwiv)) 5
i=1 i=1
e quindi B, non sarebbe soluzione al problema di minimo (4.3).
Pertanto deve essere:

0—1) Zy’ (1-6) Z?ﬁ—ezy’.

ZEZ iEN zGP
(7

Si consideri ora il caso:

0 0

Essendo (0 — 1), n % <0, ¢ sufficiente dimostrare in questo caso che:
6

Yy tay L

1EN i€eP zeZ
0 0
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Si consideri iperpiano di regressione con coefficienti:
r oA
’70:[_600] +/89
Siccome 1 due iperpiani differiscono per la sola intercetta, si ha:

ui(Yp) =Yi — fL'iT’Ye
=Y — 93?39 +e

=u;(By) + €
e quindi:
Ui(Bg) +e>0 peri € Py
u;i(yy) = 7%(39) +e<0 peri € Np;
e>0 peri € Zbo’
Pertanto:
- Yi - Yi
259 (Z/z X; ’70) T 259 (ui(7)) T
i=1 i=1
_ Yi _ Yi Yi
= >0 [0 (wBo) +e) ]+ 20 [0 -1 (wiBy) +e) ] +oe Do %
zEPB 1EN 1€Z
0 0 0
- 2\ Vi i yi yi
=Nt (wilBy)) 40 S (10 > b Y
i=1 ( ) T ieP T iEN T 1€Z T

. T
i€P iEN i€Z
) ) o
Se
Yi Y; Yi
92 ?—(1—9)'2 7—1-9 E ?<O
i€P i€EN 1€Z
) ) )
ossia:
Yi Y Y;
1- 9 Yi Yi i
=0 70> 7>0> 7
iEN i€P i€Z
o o o
si avrebbe:
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e quindi Be non sarebbe una soluzione al problema di minimo (4.3).

Pertanto deve essere:

(1-0) > %—92 %gez %
6

1EN ISV €7
0 0

Si osservi che la (4.6), e la relativa dimostrazione, risultano valide per qualunque

sistema di ponderazione w; i =1,...,n delle n osservazioni tale che:

e T:zn:wi>0.
i=1
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Capitolo 5

La regressione lineare con la

differenza media di Gini

5.1 Introduzione
Si riprenda il modello di regressione lineare multipla:
Yi:51$i1—|—ﬁ2$i2+...—|—ﬁp.iﬂip—|—Ui:X;TF,BO—FUZ' i=1....,n (5.1)
dove, come gia illustrato:
o 3° € R & Iignoto vettore dei coefficienti di regressione;
e i vettori dei valori delle variabili esplicative x; sono non casuali e noti;
e U;, 1=1...,n sono variabili casuali non osservabili;

e Y, © = 1...,n sono le variabili casuali che descrivono 1’osservazione della

variabile dipendente Y sull’z-ma unita del campione.
In forma matriciale il modello puo essere espresso come segue:
Y=Xp3"+U.

Nel paragrafo 3.2.1 si & visto come, nel modello lineare classico di regressione, il

metodo dei minimi quadrati consista nella minimizzazione della varianza dei residui
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di regressione.
Successivamente si € mostrato come ottenere lo stimatore nel caso della regressione

mediana e, piu in generale, per la regressione dei quantili.

In questo capitolo si vuole ricavare lo stimatore per il vettore 8° dei coefficienti di
regressione nel caso in cui la quantita da minimizzare non sia, come per i minimi
quadrati, la varianza calcolata sui residui di regressione ma una diversa misura di

variabilita ed in particolare la differenza media di Gini.

5.1.1 La differenza media di Gini

Dati n valori 21, ..., 2,, la differenza media semplice senza ripetizione!, introdotta
da Corrado Gini nel 1912, ¢ una misura di variabilita che consente di valutare

quanto mediamente i valori differiscono tra loro ed e data da:

1 n n
A:mz Z |2 — 2]

i=1 j=1 j#i

2 n 1—1 (52)
=1 DD 1z =l
i=1 j=1
Ordinando i valori in senso non decrescente: z(1) < 2(2) < ... < z(n), la differenza

media puo essere calcolata anche come segue:

n

A:Lzz@ (20 —n—1). (5.3)

n(n—1) =

In letteratura sono molteplici le proposte per il calcolo della differenza media, si
veda ad esempio Lerman e Yitzhaki [44]; tuttavia, in questo contesto, non si vuole
entrare nel dettaglio e si ritiene opportuno mostrare solamente le espressioni che

verranno utilizzate nella trattazione che segue.

1Si veda ad esempio Leti [45, pp. 385 e seguenti] e Zenga [65, pp. 168 e seguenti].
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5.2 La ”Gini regression”

Dato un generico iperpiano di regressione a coefficienti 3, il residuo dell’z-ma unita

rispetto al valore osservato y; puo essere visto come funzione di 3 ed e dato da:
e (B) =y —x; B. (5.4)

Si tratta pertanto di determinare i coefficienti dell’iperpiano di regressione che

rendono minima la differenza media dei residui di regressione:

Aot D Ja(8) - (8)
i=1 j=1 j#i

(5.5)

n

e DN

i=1 j=1
Si osservi che questo criterio di stima non consente di stimare una eventuale inter-
cetta presente nel modello (5.1); U'intercetta deve essere quindi stimata separata-
mente. Nel seguito si supporra che il vettore 8" non includa I'intercetta.? Inoltre si
omettera, per comodita, I'indicazione della dipendenza del generico residuo da 3,

ossia:

ei (B) = e;.

5.3 Gli R-estimators

Gli R-estimators sono un classe di stimatori che si ottengono dalla minimizzazione
di una particolare categoria di misure di dispersione dei residui.
Seguendo 'impostazione di Jaeckel [31], si indichi con D(e) una misura di disper-
sione dei residui:

e=Y - X@B= [el €y ... €n

invariante per traslazione.?

2In altre parole si suppone che non vi sia una variabile esplicativa identicamente uguale a 1
Vi=1,...,n.
3La misura di dispersione D(e) & invariante per traslazione se:

D(e) = D(e +k)
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Si consideri ora una sistema di pesi a,(7) non decrescenti:
an(1) < a,(2) < ... < ap(n) (5.6)

non tutti uguali e tali che:
n

> an(i) =0. (5.7)

i=1

Si definisca la seguente somma ponderata, con pesi a,(i), dei residui di regressione

D(Y = XB) = Dle) = 3 _an (R (ei)) €
=D an (R(er) (Y~ x[B) (5.8)
= Z an (1) €@
dove:

R<€1> izl,...,n

indica il rango dell’--mo residuo di regressione.
La (5.8) ¢, per il vincolo (5.7), invariante per traslazione ed assume valori tanto piu
prossimi a zero quanto piu i residui e; ¢ = 1,...,n sono tra loro simili; pertanto
D(e) puo essere utilizzata come misura di dispersione dei residui.
Gli R-estimator altro non sono che la stima dei coefficienti di regressione 3 mediante
la minimizzazione della misura di dispersione dei residui (5.8); pertanto il problema
di minimo e:

mﬁin D(Y — Xp3) (5.9)

Per comodita, nel seguito, la (5.8) verra indicata semplicemente con D (3).

Si puo dimostrare, si veda Jaeckel [31, pag. 1450], che, per un dato Y, D (8) ¢ una

per ogni:
k=[k k .. K ken
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GLI R-ESTIMATORS

funzione non negativa, continua e convessa di 3.
Inoltre I'ordinamento non decrescente dei residui, e quindi il loro rango R(e;) i =
1,...,n, puo cambiare solo in corrispondenza dei bordi delle regioni definite dalle

(Z) equazioni:
yi —X; B=vy; — X]T,B i< 7. (5.10)

All’interno di ciascuna di queste regioni, i ranghi dei residui restano costanti, per-
tanto D (3) & una funzione lineare a tratti.*

Date le sue caratteristiche, D (3) risulta differenziabile quasi ovunque con derivata:

s(p) %’TD@

__ T [an (R(e1))...an (R (en)) (5.11)

= — Z X; Qp (R (62»

se D (3) e differenziabile in B3; in caso contrario € necessario considerare i subgra-
dienti di D (3) in B (si veda Heiler e Willers [26]).
La soluzione al problema di minimo (5.9) & pertanto il vettore B dei coefficienti di

regressione che soddisfa le cosiddette R equazioni normali:®

S(8) = o.

4In questo contesto risulta istruttivo considerare la fattispecie in cui il modello (5.1) preveda
un unico regressore (p = 1). Jaeckel [31, pag. 1455 e seg.], mostra come in questo caso le equazioni

(5.10) si riducano a:

Yj — Yi ; .
yi—xif=y; —x;f — f=1—= i< j.
Tj — Ty
Pertanto ¢ possibile calcolare gli (}) valori:
Yi — Y . .
Bi i = ! : 1<)
Zj iz

e i ranghi dei residui di regressione varieranno quando si passa da un valore 3 < f; ; , per una

data coppia (4, ), ad un valore 3 > ; ;.
°Si veda Hettmansperger e McKean [28, pag. 148)].
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5.3.1 Distribuzione asintotica degli R-estimators

I principali contributi presenti in letteratura in merito alla distribuzione asintotica
degli R-estimators sono i gia citati lavori di Jureckova [33], Jaeckel [31] ¢ Heiler e
Willers [26].

La trattazione proposta da Heiler e Willers [26] ha carattere piu generale e si basa su
assunzioni del modello di regressione meno restrittive di quelle postulate negli altri

due lavori; pertanto nel seguito si fara principale riferimento a questo contributo.

Si consideri la sequenza di modelli di regressione lineare multipla:®
Y. =X,8'+U, n=12.... (5.12)

Le statistiche (5.8) e (5.11) possono essere riscritte rispettivamente come segue:

n

Dy (B) =) an (R (e;)) e, (5.13)

i=1

dove €! indica I’i-ma componente del vettore dei residui:

en:Yn_Xn/B;

5,(8) = Y xan (R(6) <, (5.1)

dove x!, indica 1’i-ma colonna della matrice X

Dato il vincolo (5.7) sui pesi a,(i) i = 1,...,n, le statistiche (5.13) e (5.14) sono
invarianti per traslazione, in altre parole il loro valore non varia se, anziche utilizzare
la matrice X dei dati originari, si considera la matrice )N(n che riporta, per ciascuna

delle p variabili, lo scostamento dalla rispettiva media aritmetica:

= 1
X, = (In — —1n) Xn
n

dove I, indica la matrice identita di ordine n e 1, la matrice quadrata di ordine n

con elementi tutti pari a 1.

6In questo contesto risulta opportuno introdurre il pedice n nella notazione per sottolineare

che si sta operando con una sequenza di modelli di regressione.
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Ipotesi sul modello

Le ipotesi sul modello poste da Heiler e Willers [26] sono:

i) le componenti casuali Uy, n = 1,2,... e ¢ = 1,...,n sono indipendenti ed
identicamente distribuite secondo la funzione di ripartizione F indipendente

da n;

ii) F ha funzione di densita f differenziabile con informazione di Fisher finita:
! F—l 2
I(f):/{f(—m)))} du < o0;

iii) i pesi (5.6) sono ottenuti, come proposto in Jureckova [33, pag. 1329], da una
funzione generatrice dei pesi p(v), 0 < v < 1 secondo uno dei seguenti

criteri:

an(i) = E [p (U] ; (5.15)

n+1

an(i)—<p< i >; (5.16)

dove U indica Ii-ma statistica d’ordine di un campione casuale semplice di

ampiezza n estratto da una variabile casuale uniforme con supporto (0, 1);

iv) la funzione ¢(v) generatrice dei pesi a,(i) € non costante, non decrescente e

inoltre:
1

/gpQ(v) dv < oo.

0

v) per quasi tutti gli n, la matrice X, ha rango pieno di colonna (rk()?n) =p)e
inoltre:
I (X% R =0
Jim s X0 %] %=

~;T . . . . . oyd
dove x!, indica l'--ma riga della matrice X,.
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Nelle poste condizioni, Heiler e Willers dimostrano la convergenza ad una nor-

male p-variata dello stimatore:
BN, (8°, A% 725 ) (5.17)

dove:

1~ ~
lim —X'X, =%

n—oo M,

con ¥ matrice definita positiva.
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5.4 La Gini Regression come caso particolare di

R-estimators

Si e visto, espressione (5.3), come sia possibile calcolare il numeratore della diffe-
renza media come il doppio della somma ponderata dei valori ordinati in senso non
decrescente con pesi (20 —n — 1).

Nel contesto della regressione, una volta ordinati i residui in senso non decrescente:

¢ quindi possibile riscrivere la (5.5) come segue:

n

2 .
A:m;e(i) (2i —n—1). (5.18)

L’espressione (5.18) consente di evidenziare il collegamento tra il criterio di stima

introdotto nel paragrafo 5.3 e la categoria degli R-estimators.

2
Se si ignora, per comodita, la costante moltiplicativa ﬁ si osserva infatti
n(n —

come la (5.18) possa essere vista come una misura di dispersione dei residui del tipo

(5.8) con una specifica scelta dei pesi a,,(7).

5.4.1 La funzione generatrice dei pesi

Si consideri la funzione generatrice dei pesi:
v (V) =—-142v.

Se i pesi sono definiti secondo la (5.16) si ha:

) 21 1

I pesi (5.19) corrispondono, a meno della costante moltiplicativa T al pesi
n

assegnati ai residui ordinati nell’espressione (5.18) della differenza media A.
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I pesi (5.19) hanno inoltre media nulla e rispettano pertanto il vincolo (5.7); infatti

si verifica che:
n n

Zafb(i):nilz(%—n—l)zo. (5.20)

5.4.2 La minimizzazione della differenza media dei residui

Utilizzando i pesi (5.19), & possibile costruire la seguente misura di dispersione dei

residui:
n

1
D*(B) = E e an(i) = o E ew (2i —n—1). (5.21)
=1 i=1

E evidente che la minimizzazione, rispetto al vettore 3 dei coefficienti di regressione,
della misura di dispersione D* (3) equivale a minimizzare la differenza media dei
residui (5.18).

Pertanto il problema iniziale di minimizzazione da cui si & partiti (paragrafo 5.1),

puo essere risolto applicando le metodologie della R-regression.

La distribuzione asintotica

Al fine di ricavare la distribuzione asintotica dello stimatore B* che minimizza la
(5.21) (e quindi la (5.18)), e possibile sfruttare i risultati illustrati nel paragrafo
5.3.1.

Utilizzando la funzione generatrice dei pesi:

v)=—-142v

si ha:
@:/1¢(v) dv:/l(—l—i—Qv) dv =0
Az—j[e@@)—@f dv:/l[—H?”U]Q dv = 3;
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1

fy—o/(p(v) p(v, f) dv = 0/190(/0) {%} dv

Con la trasformazione F'(t) = v

vz—7>@ﬁﬁ“€”f@dt

—00

integrando per parti
“+oo

vz—ﬂﬂmfwﬁi+/wﬂwnﬁ@dt
=2 / fA(t) dt

+oo
:2/f(t+z) f(t) dt].=o

=2 g(0)

dove con g(-) si € indicata la funzione di densita di U; — U, (i # j).

Pertanto la matrice di varianze e covarianze asintotica di B* e:
2
A2,y—22—1 — 1 1 E_l — 1 Z_l
3\290) 12 ¢°(0)

In conclusione:
1

2t D 0 -1
—)
BN (ﬁ "12 ¢%(0) >
Il caso del modello lineare

Limitatamente al caso di una sola variabile esplicativa, ossia del modello di regres-

sione lineare:
Y=a+pX+U

vi ¢, in letteratura, il lavoro di Olkin e Yitzhaki [49].

Per quanto riguarda gli argomenti affrontati in questo capitolo, gli autori, sfruttando
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particolari espressioni per il calcolo della differenza media di Gini (si veda Lerman

e Yitzhaki [44]), definiscono inizialmente la covarianza secondo Gini Geov come:
Geov (X,Y) =Cov (X, Fy (Y))

e successivamente una misura di correlazione (Gini correlation):

_ Geov (X,Y)  Cov(Y, Fx (X))
- Geov (YY) Cov(Y,Fy (Y))

C(X,)Y)

Per il modello lineare (con una sola variabile esplicativa), gli autori mostrano co-
me pervenire alla minimizzazione della differenza media dei residui evidenziando il

collegamento con gli R-estimators.

I pesi di Wilcoxon

Nella letteratura relativa all’impiego dei ranghi delle osservazioni per la costruzione
di statistiche test e la stima non parametrica dei coefficienti di regressione di un
modello, vengono proposte statistiche che utilizzano il sistema di pesi proposto da
Wilcoxon (si veda ad esempio [31, pag. 1456]).

Tali pesi possono essere ottenuti definendo la funzione generatrice” dei pesi:

1

90(0)20—5

e, secondo la (5.16):

o i i 1 1 , :
a0) g0(n+1) n+1 2(n+1)< i—n—1) i=l.on (5.22)

si osserva che:

= |

Confrontando i pesi (5.22) e (5.19

a, (1) =

2
)
(%—n—D:%

m (2i—n—1)} i=1,...,n;

"In Hettmansperger [27, pag. 235 ] viene proposta una versione standardizzata dei pesi di

Wilcoxon; nella fattispecie, utilizzando la funzione generatrice dei pesi:

go(v):m(U—;)

si ha:
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pertanto i pesi proposti da Wilcoxon risultano del tutto equivalente ai pesi ottenuti

dalla differenza media di Gini.
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Conclusioni

L’obiettivo di questo lavoro e stato inizialmente di esplorare ed approfondire alcune
delle metodologie che impiegano i valori assoluti nell’ambito della regressione linea-
re.

Il primo passo ¢ stato la ricognizione dei primi contributi presenti in letteratura re-
lativi all’applicazione del criterio dei minimi valori assoluti come alternativa al piu
diffuso criterio di accostamento dei minimi quadrati. In questa fase si sono riscon-
trate alcune difficolta, in parte inaspettate, per quanto concerne ’attribuzione dei
principali contributi: in certi casi alcuni autori hanno proceduto parallelamente in
altri, alcune proposte sono state sviluppate senza riconoscere e citare il precedente
lavoro di altri.

Una volta raccolta la bibliografia, si € cercato di fornire una trattazione sistematica
e di facile comprensione della regressione mediana seguendo I'approccio descrittivo.
In questo contesto si € apprezzato che alcune metodologie, come ad esempio la de-
terminazione dei parametri della retta di regressione, possano essere presentate in
modo tale da poter essere illustrate in un corso universitario di statistica di base
nonostante inizialmente si pensasse che I'impiego dei valori assoluti comportasse co-
munque una trattazione matematica troppo tecnica e complicata rispetto ai minimi
quadrati.

Nel caso piu generale dell’iperpiano di regressione, il problema della determinazione
dei coefficienti di regressione si risolve riconducendosi ad un problema di program-
mazione lineare. Proprio questo collegamento ha portato nuova enfasi della lette-
ratura sull’argomento.

La trattazione secondo 'approccio descrittivo si conclude evidenziando alcune pro-

prieta delle soluzioni al problema di ottimizzazione considerato.
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Il lavoro e proseguito seguendo 'approccio inferenziale nell’ambito della regressio-
ne dei quantili. Si e ritenuto opportuno introdurre la modellistica della quantile
regression con l'impiego delle funzioni di perdita. In particolare si mostra come,
partendo da un modello di regressione lineare, 1'utilizzo di differenti funzioni di
perdita, nella fattispecie: quadratica, assoluta ed assoluta asimmetrica, dia origine,
rispettivamente, alla regressione lineare classica, regressione mediana e regressione
dei quantili.

Dopo aver illustrato la modellistica, si propongono alcuni esempi nei quali si ipo-
tizza che la componente casuale del modello segua la distribuzione di Pareto. In
particolare si considera sia il caso in cui la componente casuale sia indipendente dai
valori dei regressori, sia il caso del modello eteroschedastico lineare proponendo, per
questo ultimo, un modello nel quale la variabilita relativa della variabile risposta
non dipenda dai valori delle covariate.

Successivamente si illustrano alcune caratterizzazioni e proprieta delle soluzioni che
si ottengono applicando la regressione dei quantili. In questo contesto si propone,
per un teorema gia noto in letteratura, una dimostrazione che, avvalendosi di stru-
menti matematici di base, risulta pit semplice di quella proposta dagli autori.
Proposta originale di questo lavoro e 1’estensione alla regressione per i quantili di
quantita di notevole interesse in ambito economico. Si dimostra come anche i quan-
tili di quantita possano essere definiti come soluzione ad un problema di minimo.
L’estensione al contesto della regressione lineare porta alla determinazione dei coef-
ficienti dell’iperpiano di regressione per i quantili di quantita. Il problema ricade
nella regressione ponderata dei quantili e viene illustrata la sua formulazione come
problema di programmazione lineare. Inoltre, per estensione di un analogo teorema
gia presente in letteratura ed applicabile al contesto della regressione dei quantili,
viene enunciato e dimostrato un teorema che caratterizza i residui, nel caso della
regressione per i quantili di quantita.

Un ulteriore impiego dei valori assoluti nell’ambito della regressione lineare e 1'og-
getto dell’ultima parte di questo lavoro. In particolare si ¢ considerato il caso in cui
si voglia far discendere la stima dei coefficienti dell’iperpiano di regressione lineare
minimizzando, non la varianza calcolata sui residui come avviene per gli stimatori

a minimi quadrati, ma la differenza media semplice tra i residui. Si dimostra come
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I'impiego di una espressione, nota nella letteratura italiana, per il calcolo della dif-
ferenza media consenta di ricondurre gli stimatori che si ottengono alla pit ampia

classe degli R-estimators.

Questo lavoro, pur non essendo certo esaustivo, ha il pregio di offrire una tratta-
zione sistematica di alcuni argomenti presenti in una letteratura per molti versi
disorganica.

Inoltre alcuni degli argomenti trattati in questo lavoro, quali ad esempio la regres-
sione per i quantili di quantita e la regressione mediante la minimizzazione della

differenza media tra i residui, suggeriscono interessanti approfondimenti di ricerca.
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