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ìû äîïóñêàåì, ÷òîáû âåñîâàÿ ôóíêöèÿ áûëà êîíå÷íî-ãëàäêîé, íå

çàíóëÿëàñü íà ñèíãóëÿðíîñòè è èìåëà íåêîòîðîå ÿâíîå óáûâàíèå

íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë è îíà

äîñòóïíà äëÿ ÷èòàòåëåé áåç ñåðüåçíûõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ çíàíèé.

1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè íà Rd, d ≥ 4,

F (z) = 1
2Az · z . (1.1)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñ öåëû-
ìè ýëåìåíòàì, à åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÷åòíû. Åñëè F çíàêîîïðåäå-
ëåííàÿ, òî äëÿ t ∈ R êâàäðèêà

Σt = {z : F t(z) = 0}, F t = F − t, (1.2)

� ëèáî ýëëèïñîèä, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî. Â çíàêîíåîïðåäåëåííîì ñëó-
÷àå Σt � íåîãðàíè÷åííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rd, ãëàäêàÿ äëÿ t ̸= 0, à Σ0

� êîíóñ ñ îñîáåííîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü Zd

L � ðåøåòêà ìàëîãî ïåðèîäà L−1,

Zd
L := L−1Zd, L ≥ 1,

è ïóñòü w � ðåãóëÿðíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà Rd; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
w è å¼ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ŵ(ξ) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè,
êîòîðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè:

|w(z)| ≤ C|z|−d−γ , |ŵ(ξ)| ≤ C|ξ|−d−γ , (1.3)

äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Íàøà öåëü � èçó÷èòü ïîâåäåíèå ðÿäîâ

NL(w;A,m) :=
∑

z∈Σm∩Zd
L

w(z) ,

ãäå m ∈ R òàêîâî, ÷òî L2m ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.1 Ïóñòü

wL(z) := w(z/L).

1Íàïðèìåð, m = 0, − ýòîò ñëó÷àé äëÿ íàñ íàèáîëåå âàæåí.
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Òîãäà, î÷åâèäíî,

NL(w;A,m) = N1(wL;A,L
2m) =: N(wL;A,L

2m) . (1.4)

Ìû òàêæå áóäåì ïèñàòüNL(w;A) := NL(w;A, 0) èN(wL;A) := N(wL;A, 0).
Äëÿ èçó÷åíèÿ NL(w;A,m) ìû èñïîëüçóåì êðóãîâîé ìåòîä â âèäå, ïðåä-
ëîæåííîì Õèñ-Áðàóíîì [11]. Íàøè îáîçíà÷åíèÿ íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ îò
òåõ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ â [11]. À èìåííî, ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè z = z′/L,
z′ ∈ Zd, ìû èíòåðåñóåìñÿ ïîäñ÷åòîì (ñ âåñàìè) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (z′) =
mL2, z′ ∈ Zd, â òî âðåìÿ êàê Õèñ-Áðàóí çàïèñûâàåò óðàâíåíèå êàê
F (z′) = m, z′ ∈ Zd, òàê ÷òî åãî m ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó L2m.

Íà÷íåì ñ êëþ÷åâîãî ðåçóëüòàòà, êîòîðûé âûðàæàåò äèñêðåòíûé àíà-
ëîã äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà íà Z, ò.å. ôóíêöèþ δ : Z −→ R:

δ(n) :=

{
1 äëÿ n = 0
0 äëÿ n ̸= 0

,

÷åðåç ñâîåãî ðîäà ïðåäñòàâëåíèå Ôóðüå. Ýòîò ðåçóëüòàò âîñõîäèò ïî
êðàéíåé ìåðå ê Äüþêó, Ôðèäëåíäåðó è Èâàíåöó [5] (ñð. òàêæå [12]) ,
è ìû ôîðìóëèðóåì åãî â ôîðìå, ïðèâåäåííîé â [11, òåîðåìà 1]; ïî ñóòè
äåëà, îí çàìåíÿåò òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî δ(n) =

∫ 1
0 e2πiαndα, èñïîëü-

çóåìîå â îáû÷íîì êðóãîâîì ìåòîäå. Â ïðèâåäåííîé íèæå òåîðåìå äëÿ

q ∈ N ÷åðåç eq îáîçíà÷àåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ eq(x) := e
2πix
q , à∑

a(mod q)

∗ îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âû÷åòàì a ñ (a, q) = 1, ò. å. ïî âñåì

öåëûì ÷èñëàì a ∈ [1, q − 1], âçàèìíî ïðîñòûì ñ q.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáîãî Q ≥ 1 ñóùåñòâóåò cQ > 0 è ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
h(x, y) : R>0 × R 7→ R, òàêèå ÷òî

δ(n) = cQQ
−2

∞∑
q=1

∑
a(mod q)

∗
eq(an)h

(
q

Q
,
n

Q2

)
. (1.5)

Êîíñòàíòà cQ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ cQ = 1 + ON (Q−N ) äëÿ ëþáîãî

N > 0, à ôóíêöèÿ h òàêîâà, ÷òî h(x, y) ≤ c/x è h(x, y) = 0 ïðè x >
max(1, 2|y|) (òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóììà â (1.5) ñîäåðæèò ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ).

Ïîñêîëüêó N(w̃;A, t) ìîæíî çàïèñàòü êàê
∑

z∈Zd w̃(z)δ(F t(z)), òåîðå-
ìà 1.1 ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðÿä N(w̃;A, t) â âèäå ïîâòîðíîé ñóììû.

3



Ïðåîáðàçóÿ ýòó ñóììó ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàñ-
ñîíà, êàê â [11, òåîðåìà 2], ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: 2

Òåîðåìà 1.2 ([11], òåîðåìà 2). Äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè w̃, ëþ-
áîãî t è ëþáîãî Q ≥ 1 èìååì

N(w̃;A, t) = cQQ
−2
∑
c∈Zd

∞∑
q=1

q−dSq(c)I
0
q (c) , (1.6)

ãäå

Sq(c) = Sq(c;A, t) :=
∑

a(mod q)

∗ ∑
b(mod q)

eq(aF
t(b) + c · b) (1.7)

è

I0q (c) = I0q (c;A, t,Q) :=

∫
Rd

w̃(z)h

(
q

Q
,
F t(z)

Q2

)
eq(−z · c) dz . (1.8)

Ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó 1.2 äëÿ àíàëèçà ñóììû N(wL;A,L
2m) =

NL(w;A,m) ïðè áîëüøèõ L, âûáèðàÿ w̃ = wL, t = L2m è Q = L ≥ 1, è
ÿâíî îöåíèâàÿ ãëàâíûå è îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ïî L â Sq(c) è I0q (c). Îòâåò
áóäåò ñôîðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ èíòåãðàëà

σ∞(w) = σ∞(w;A, t) =

∫
Σt

w(z)µΣt(dz) (1.9)

(ñèíãóëÿðíîãî ïðè t = 0). Çäåñü µΣt(dz) = |∇F (z)|−1dz|Σt = |Az|−1dz|Σt ,
ãäå dz|Σt - ýëåìåíò îáúåìà íà Σt, èíäóöèðîâàííûé ñòàíäàðòíîé åâêëèäî-
âîé ñòðóêòóðîé íà Rd, à A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èç óðàâíåíèÿ (1.1).
Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé w ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ (ñì. ðàçäåë 7).

Ïðè çàïèñè àñèìïòîòèêè äëÿ NL(w;A,m) íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå âåëè÷èíû, ãäå p ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå ÷èñëà è c ∈ Zd:

σc
p = σc

p(A,L
2m) :=

∞∑
l=0

p−dlSpl(c;A,L
2m), σp := σ0

p , (1.10)

ãäå S1 ≡ 1,

σ∗
c(A) :=

∏
p

(1− p−1)σc
p(A, 0), σ∗(A) := σ∗

0(A) =
∏
p

(1− p−1)σp(A, 0),

2Â [11] ïðèâåäåííûé íèæå ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí äëÿ w̃ ∈ C∞
0 , íî äîêàçàòåëü-

ñòâî, îñíîâàííîå íà ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé w̃.
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è
σ(A,L2m) =

∏
p

σ0
p (A,L

2m) =
∏
p

σp(A,L
2m). (1.11)

Ïðîèçâåäåíèÿ â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ áåðóòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì
÷èñëàì. Â àñèìïòîòèêàõ, êóäà áóäóò âõîäèòü ýòè âåëè÷èíû, îíè îãðàíè-
÷åíû ðàâíîìåðíî ïî L (ñì. òåîðåìû 1.3 è 1.4, à òàêæå ïðåäëîæåíèå 1.5).

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Ck(Rd) îáîçíà÷èì

∥f∥n1,n2 = sup
z∈Rd

max
|α|1≤n1

|∂αf(z)|⟨z⟩n2 ,

ãäå n1 ∈ N ∪ {0}, n1 ≤ k, è n2 ∈ R. Çäåñü

⟨x⟩ := max{1, |x|} äëÿ x ∈ Rl, l ∈ N,

è |α|1 ≡
∑

αj äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà α ∈ (N ∪ {0})d.
×åðåç Cn1,n2(Rd) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Cn1-ãëàäêèõ ôóíê-

öèé f : Rd → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ∥f∥n1,n2 < ∞.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè w ∈ Cd+1,d+1(Rd), òî ôóíêöèÿ w ðåãóëÿðíà, ïîýòî-

ìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 1.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (1.3)
î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñ-

ëåííîãî âåêòîðà α ∈ (N ∪ {0})d èìååì ξαŵ(ξ) =
(

i
2π

)|α|1 ∂̂α
xw(ξ). Íî åñëè

|α|1 ≤ d + 1, òî |∂α
xw| ≤ C⟨x⟩−d−1, ïîýòîìó ∂α

xw ÿâëÿåòñÿ L1-ôóíêöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ∂̂α
xw � îãðàíè÷åííàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êàæäîãî |α|1 ≤ d+1, è âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (1.3)
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé d ≥ 5.

Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d ≥ 5. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε ≤ 1
ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû K1(d, ε), K2(d, ε) è K3(d, ε),
ãäå K2(d, ε) ≤ K3(d, ε), òàêèå, ÷òî åñëè w ∈ CK1,K2(Rd) ∩ C0,K3(Rd) è
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî m óäîâëåòâîðÿåò L2m ∈ Z, òî∣∣NL(w;A,m)− σ∞(w)σ(A,L2m)Ld−2

∣∣ ≤ CLd/2+ε (∥w∥K1,K2 + ∥w∥0,K3) ,
(1.12)

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò d, ε, m è A. Êîíñòàíòà σ(A,L2m) îãðà-
íè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî L è m. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ε = 1/2, òî ìîæíî

âçÿòü K1 = 2d(d2 + d− 1), K2 = 4(d+ 1)2 + 3d+ 1 è K3 = K1 + 3d+ 4.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ d = 4, îãðàíè÷èâøèñü ñèòóàöèåé, êîãäà
m = 0.
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Òåîðåìà 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d = 4 è m = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

0 < ε < 1/5 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû K1(ε) è K2(ε),
òàêèå, ÷òî äëÿ w ∈ CK1,K2(Rd)

∣∣NL(w;A, 0)− η(0)σ∞(w)σ∗(A)Ld−2 logL− σ1(w;A,L)L
d−2
∣∣

≤ C0L
d−2−ε∥w∥K1,K2 ,

(1.13)

ãäå êîíñòàíòà C0 çàâèñèò îò ε è A. Êîíñòàíòà η(0) ðàâíà 1, åñëè

îïðåäåëèòåëü detA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà, è ðàâíà

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íåçàâèñèìàÿ îò L êîíñòàíòà σ∗(A) êîíå÷íà, à
êîíñòàíòà σ1 äîïóñêàåò îöåíêó

|σ1(w;A,L)| ≤ C0∥w∥K1,K2

ðàâíîìåðíî ïî L. Â ñëó÷àå êâàäðàòíîãî îïðåäåëèòåëÿ detA, êîãäà η(0) =
1, îíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.24). Â ñëó÷àå íåêâàäðàòíîãî îïðåäåëèòåëÿ

detA, êîãäà η(0) = 0 è ÷ëåí σ1(w;A,L)L
d−2 äàåò àñèìïòîòèêó ñóììû

NL, êîíñòàíòà σ1(w;A,L) íå çàâèñèò îò L è èìååò âèä

σ1(w;A) = σ∞(w)L(1, χ)
∏
p

(1− χ(p)p−1)σp(A, 0) , (1.14)

ãäå χ � ñèìâîë ßêîáè (det(A)
∗ ) è L(1, χ) � çíà÷åíèå L-ôóíêöèè Äèðèõëå

â åäèíèöå.3

Åñëè η(0)σ∗(A) = 0, òî àñèìïòîòèêà (1.13) âûðîæäàåòñÿ. Ñõîäíûì
îáðàçîì, (1.12) òàêæå âûðîæäàåòñÿ â âåðõíþþ ãðàíèöó íàNL, åñëè òîëü-
êî ìû íå çíàåì, ÷òî σ(A,L2m) äîïóñêàåò ïîäõîäÿùóþ ïîëîæèòåëüíóþ
íèæíþþ îöåíêó äëÿ âñåõ L. Ê ñ÷àñòüþ, òðåáóåìûå íèæíèå îöåíêè ÷àñòî
âûïîëíÿþòñÿ, ñì. íèæå ïðåäëîæåíèå 1.5.

òåîðåìû 1.3 è 1.4 óòî÷íÿþò òåîðåìû 5, 6 è 7 èç [11] â òðåõ îòíîøåíè-
ÿõ: âî-ïåðâûõ, â íàøåé ðàáîòå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w èìååò êîíå÷íóþ ãëàä-
êîñòü è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, à â [11] w ∈ C∞

0 .
Âî-âòîðûõ, ìû ÿâíî óêàçûâàåì, êàêèì îáðàçîì îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàâèñèò
îò w. Â-òðåòüèõ, è ýòî ãëàâíîå, ìû ñíèìàåì óñëîâèå, ÷òî íîñèòåëü w íå
ñîäåðæèò íà÷àëà êîîðäèíàò, èñïîëüçóåìîå â ðÿäå âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ
â [11]. Ýòè óëó÷øåíèÿ èìåþò äëÿ íàñ ðåøàþùåå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó â
íàøåé ðàáîòå [7], ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìå âîëíîâîé òóðáóëåíòíîñòè, äâå

3Îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ñèìâîëà ßêîáè è L-ôóíêöèè Äèðèõëå ìû
îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ áåç òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ïîäãîòîâêè ê [15] è [13].
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ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà w(0) ̸= 0
è íîñèòåëü w íå êîìïàêòåí. Ïîõîæàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Õèñ-Áðàóíà
áûëà ïîëó÷åíà â [2, ïàðàãðàô 5] äëÿ ðàáîòû íàä çàäà÷åé óñðåäíåíèÿ, ñâÿ-
çàííîé ñ âîïðîñàìè, ðàññìîòðåííûìè â [7]. Ïîìèìî âîëíîâîé òóðáóëåíò-
íîñòè è óñðåäíåíèÿ, çàìåíà ñóìì ïî öåëûì òî÷êàì êâàäðèêè èíòåãðàëà-
ìè, ñ òùàòåëüíîé îöåíêîé îñòàòêîâ, èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè Êîëìîãîðîâà-
Àðíîëüäà-Ìîçåðà äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ñì.
(C.2) â [9]. Ïóáëèêàöèè [9, 2, 7] ïîÿâèëèñü íåäàâíî. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ,
÷òî â íàøè äíè, êîãäà èññëåäîâàòåëè â îáëàñòè Óð×Ï è äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âñå ÷àùå ñòàëêèâàþòñÿ ñî ñëîæíûìè íåëèíåéíûìè ÿâëåíèÿìè ñ
ðåçîíàíñàìè, íåîáõîäèìîñòü ðàáîòàòü ñ àñèìïòîòèêàìè (1.12), (1.13) è èõ
âàðèàöèÿìè áóäåò ðàñòè. Â íàøåé ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ýëåìåí-
òàðíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë è òàêèì îáðàçîì, îíà ëåãêî äîñòóïíà
÷èòàòåëÿì-àíàëèòèêàì.

Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ [10] è [16] ñóììû NL(w;A,m) ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòåé d ñîîòâåòñòâåííî, áåç îãðàíè-
÷åíèÿ w(0) ̸= 0, è â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå, ÷åì íàøè òåîðåìû 1.3 è 1.4.
Îäíàêî â ñèëó ýòîé îáùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû â àñèìïòîòè-
÷åñêèõ (ïî L) ôîðìóëàõ â [10] è [16] îïðåäåëÿþòñÿ âåñüìà íåÿâíûì îáðà-
çîì (íàïðèìåð, âîïðîñ îá èõ çàíóëåíèè âåñüìà íåòðèâèàëåí). Ñâÿçü ýòèõ
êîíñòàíò ñ ñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè òèïà (1.9) è çàâèñèìîñòü îñòàò-
êîâ â àñèìïòîòèêå îò âåñîâîé ôóíêöèè w, èãðàþùèå êëþ÷åâóþ ðîëü
â ïðèëîæåíèè ê àíàëèòè÷åñêèì ïðîáëåìàì, îñòàþòñÿ íåÿñíûìè. Åùå
îäíà îñîáåííîñòü [10, 16] çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äîâîëüíî ïðî-
äâèíóòîé àäåëüíîé òåõíèêè, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ è
ìåòîäîâ ýòîé ðàáîòû ÷èòàòåëÿìè, íå îáëàäàþùèìè ñåðüåçíîé òåîðåòèêî-
÷èñëîâîé ïîäãîòîâêîé.
Remarks. 1) Òåîðåìà 1.3 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì òåîðåìû 5 èç [11], à òåîðå-
ìà 1.4 óòî÷íÿåò òåîðåìû 6 è 7 èç [11]. Â [11] òàêæå ñîäåðæèòñÿ íåêîòî-
ðàÿ èíôîðìàöèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïî L ïîâåäåíèè ñóìì NL(w;A,m)
ïðè d = 4, m ̸= 0 è d = 3, m = 0. Ïîñêîëüêó íàøå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåì 1.3 è 1.4 îñíîâàíî íà èäåÿõ èç [11], äîïîëíåíûõ òåîðåìîé 7.3,
ñïðàâåäëèâîé äëÿ d ≥ 3, òî, âåðîÿòíî, íàø ïîäõîä ïîçâîëÿåò îáîáùèòü
âûøåóïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû [11] äëÿ d = 3, 4 íà ñëó÷àé w ∈ CK1,K2(Rd)
ñ ïîäõîäÿùèìè K1,K2.
2) Â íàøåé ðàáîòå çàâèñèìîñòü êîíñòàíò â îöåíêàõ îò m ðàâíîìåðíà
íà êîìïàêòíûõ èíòåðâàëàõ, à çàâèñèìîñòü îò îïåðàòîðà A âûðàæàåòñÿ
òîëüêî ÷åðåç íîðìû A è A−1.
3) Çíà÷åíèÿ êîíñòàíòKj(d, ε) â (1.12), ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 1.3, äàëåêè
îò îïòèìàëüíûõ, è ìû íå ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé öåëü îïòèìèçèðîâàòü èõ.
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4) Òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè (1.6), òî
ôóíêöèÿ w äîëæíà áûòü ðåãóëÿðíîé (ñì. (1.3)), ÷òî âåðíî, åñëè w ∈
Cd+1,d+1 è âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîíñòàíòàõ K1,K2. Íà-
ïðèìåð, ýòî âåðíî äëÿ K1 è K2, ôèãóðèðóþùèõ â ïîñëåäíåé ñòðîêå ôîð-
ìóëèðîâêè òåîðåìû 1.3.

Êðàòêîå îáñóæäåíèå äîêàçàòåëüñòâ. Ìû ïðèâîäèì ïîëíîñòüþ òîëüêî
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3, êîòîðîå íàïîìèíàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 5 èç [11] ñ äîïîëíèòåëüíûì êîíòðîëåì çàâèñèìîñòè êîíñòàíò îò w.
Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò àðãóìåíòàöèè Õèñ-Áðàóíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàç-
äåëàõ 3 è 4, ãäå ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ w îáðàùàåòñÿ â íóëü
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, òîãäà êàê ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå èìååò ðå-
øàþùåå çíà÷åíèå ïðè àíàëèçå èíòåãðàëîâ â ðàçäåëàõ 6 è 7 ðàáîòû [11].
×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé òðóäíîñòüþ, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé,
íàïðèìåð, â ïðåäëîæåíèè 3.8, íàì ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü â
íóëå ôóíêöèè

t 7→ σ∞(w;A, t) (1.15)

è åå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèç âûïîëíåí â
ðàçäåëå 7. Òàì, èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â [6] äëÿ èçó÷åíèÿ
èíòåãðàëîâ (1.9), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (1.15) ÿâëÿåòñÿ (⌈d/2⌉−2)-
ãëàäêîé, íî ïðè ÷åòíîì d åå ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà (d/2−1) ìîæåò èìåòü
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â íóëå. Òàì æå ìû îöåíèâàåì ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ ôóíêöèè (1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 ñõîäíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì 6 è 7
èç [11], äîïîëíåííûì ïðåäëîæåíèåì 3.8, êîòîðîå îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòå
ðàçäåëà 7. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü íàáðîñêîì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû, ïðèâåäåííûì â ðàçäåëå 1.3 â ïàðàëëåëü ñî ñõåìîé äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 1.3, â êîòîðîì ìû óêàçûâàåì îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó
äâóìÿ äîêàçàòåëüñòâàìè. Ïðè âûâîäå òåîðåìû 1.4 ìû èñïîëüçóåì áåç
äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [11] (à èìåííî, ëåììû 30 è 31).

Íèæíèå îöåíêè êîíñòàíò â àñèìïòîòèêå. Îáñóäèì òåïåðü íèæíèå
îöåíêè êîíñòàíò σ(A,L2m) è σ∗(A) èç òåîðåì 1.3 è 1.4.

Ïðåäëîæåíèå 1.5. (i) Åñëè d ≥ 5, òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå c(A) < C(A) òàêèå, ÷òî 0 < c(A) ≤ σ(A,L2m) ≤ C(A) < ∞
äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A, ðàâíîìåðíî ïî L è m.

(ii) Åñëè d = 4 è m = 0, òî σ∗(A) > 0 äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöû A òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå 2F (z) = Az ·z = 0
èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ â êàæäîì p-àäè÷åñêîì ïîëå (â ÷àñòíî-

ñòè, ýòî âåðíî, åñëè óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â Z4).
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Ñì. òåîðåìû 4, 6 è 7 èç [11]. Ìû íå äîêàçûâàåì ýòîò ðåçóëüòàò, à
ëèøü îòìå÷àåì, ÷òî åãî îáîñíîâàíèå èñïîëüçóåò óòî÷íåíèå âû÷èñëåíèÿ
âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3. Â òî âðåìÿ êàê ëåììà äàåò
âåðõíþþ ãðàíèöó èñêîìîé âåëè÷èíû, áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç ïîçâî-
ëÿåò òàêæå óñòàíîâèòü çàÿâëåííûå íèæíèå ãðàíèöû.

Â ïðèëîæåíèè B ìû äàåì ïî ñóùåñòâó ïîëíîå âû÷èñëåíèå, äîêà-
çûâàþùåå ïðåäëîæåíèå 1.5 â ñëó÷àå ïðîñòåéøåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

F = Σ
d/2
i=1xiyi, d = 2s ≥ 4 è m = 0. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîé A ìîæåò ñëåäîâàòü òîé æå ñõåìå, çàìåíÿÿ ÿâíûå ôîðìó-
ëû íåêîòîðûìè îáùèìè ðåçóëüòàòàìè (íàïðèìåð, ëåììîé Ãåíçåëÿ).

Íåîäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå ìíîãî÷ëåíû. Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíî-
ðîäíûé êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì F , îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà ñòåïåíè 2
êîòîðîãî ðàâíà F â (1.1):

F(z) = 1
2Az · z+ z∗ · z+ τ, z∗ ∈ Rd, τ ∈ R,

è ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ΣF = {z : F(z) = 0}; ïîëîæèì

NL(w;F) =
∑

z∈ΣF∩Zd
L

w(z).

Îáîçíà÷èì
z = A−1z∗, z′ = z+ z, m = 1

2z ·Az− τ,

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî z ∈ Zd
L

4 è L2τ ∈ Z. Òîãäà óñëîâèÿ L2m ∈ Z, z′ ∈ Zd
L

ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì z ∈ Zd
L, è F(z) = F (z′) − m. Ïîëàãàÿ wz(z′) =

w(z′ − z) ïîëó÷àåì NL(w;F) = NL(w
z;A,m). Ïðè ýòîì

st σ∞(wz;A,m) =

∫
Σm

wz(z′)
dz′ |Σm

|∇F (z′)|
=

∫
ΣF

w(z)
dz |ΣF

|∇F(z)|
=: σ∞(w;F),

è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 1.3:

Ñëåäñòâèå 1.6. Åñëè d ≥ 5, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F òàêàÿ æå, êàê â

òåîðåìå 1.3, F � íåîäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëåííàÿ âû-

øå, à L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì z := A−1z∗ ∈ Zd
L, τL2 ∈ Z, òî äëÿ

ëþáîãî 0 < ε ≤ 1 è w ∈ CK1,K2(Rd) ∩ C0,K3(Rd) èìååì∣∣NL(w;F)− σ∞(w;F)σ(A,L2m)Ld−2
∣∣ ≤ CLd/2+ε (∥w∥K1,K2 + ∥w∥0,K3) .

Çäåñü êîíñòàíòû K1,K2,K3 çàâèñÿò îò d è ε, à C çàâèñÿò îò d, ε, A
è τ, |z∗|.

4Ýòî âåðíî, íàïðèìåð. åñëè detA = ±1 è z∗ ∈ Zd
L.

9



Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Ìû ïèøåì A ≲a,b B, åñëè A ≤ CB,
ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò a è b. Àíàëîãè÷íî, Oa,b(∥w∥m1,m2) îçíà÷à-
åò âåëè÷èíó, îãðàíè÷åííóþ ïî ìîäóëþ C(a, b)∥w∥m1,m2 . Çàâèñèìîñòü îò
ìàòðè÷íûõ íîðì ∥A∥, ∥A−1∥ è îò ðàçìåðíîñòè d íå óêàçûâàåòñÿ, òàê êàê
áîëüøèíñòâî íàøèõ îöåíîê çàâèñèò îò ýòèõ âåëè÷èí.

Âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ w ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Cm,n(Rd) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè m,n. Åñëè â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäå-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ íîðìà ∥w∥a,b, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî w ∈ Ca,b(Rd).

Ìû îáîçíà÷àåì eq(x) = e2πix/q è ïèøåì e1(x) =: e(x). ×åðåç ⌈·⌉ îáî-
çíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ⌈x⌉ = minn∈Z{n ≥ x}. ×åðåç N îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (≥ 1).

Áëàãîäàðíîñòè.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Õèñ-
Áðàóíó çà öåííûå ñîâåòû, êàñàþùèåñÿ åãî ñòàòüè [11].

Ðàáîòà ÀÄ âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
� 20-41-09009 [ðàçäåëû 1-7] è ãðàíòà ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
MK-1999.2021.1.1 [ðàçäåëû A-C]. Ðàáîòà ÑÊ è ÀÌ ïîääåðæàíà ãðàíòîì
Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ìåãàãðàíò
ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1115).

1.2 Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3

Ïóñòü d ≥ 5. Êàê óæå îáñóæäàëîñü, åñëè w óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè êîíñòàíòàìè Ki, òî w ðåãóëÿðíà â ñìûñëå
ðàçäåëà 1.1 è ïîýòîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 1.2. Òîãäà, ñîãëàñíî (1.6) è
(1.4),

NL(w;A,m) = cL L−2
∑
c∈Zd

∞∑
q=1

q−dSq(c)Iq(c) , (1.16)

ãäå ñóììà Sq(c) = Sq(c;A,L
2m) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.7) ñ t = L2m, à

èíòåãðàë Iq(c) � âûðàæåíèåì (1.8) ñ w̃ = wL, Q = L è t = L2m,

Iq(c;A,m,L) :=

∫
Rd

w
( z
L

)
h

(
q

L
,
FL2m(z)

L2

)
eq(−z · c) dz . (1.17)

Îáîçíà÷àÿ

n(c;A,m,L) =
∞∑
q=1

q−dSq(c)Iq(c) ,
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ïîëó÷àåì NL(w;A,m) = cLL
−2
∑
c∈Zd

n(c). Òîãäà äëÿ ëþáîé γ1 ∈ (0, 1/2)

ðÿä NL çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

NL(w;A,m) = cLL
−2
(
J0 + Jγ1

< + Jγ1
>

)
, (1.18)

ãäå

J0 := n(0) , Jγ1
< :=

∑
c ̸=0, |c|≤Lγ1

n(c) , Jγ1
> :=

∑
|c|>Lγ1

n(c) . (1.19)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 (ÿâëÿþùåãîñÿ ìîäèôèêàöèåé ëåìì 19 è 25 èç [11])
ñëåäóåò, ÷òî

|Jγ1
> | ≲γ1,m ∥w∥N0,2N0+d+1

ñ N0 := ⌈d+ (d+ 1)/γ1⌉ (ñì. ñëåäñòâèå 5.2). Â ïðåäëîæåíèè 6.1, ñëåäóÿ
ëåììàì 22 è 28 èç [11], ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

|Jγ1
< | ≲γ1,m Ld/2+2+γ1(d+1)

(
∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4

)
, (1.20)

N̄ = ⌈d2/γ1⌉ − 2d.
Äëÿ àíàëèçà ÷ëåíà J0 çàïèøåì åãî â âèäå J0 = J+

0 + J−
0 , ãäå

J+
0 :=

∑
q>ρL

q−dSq(0)Iq(0) , J−
0 :=

∑
q≤ρL

q−dSq(0)Iq(0) , (1.21)

ñ ρ = L−γ2 äëÿ íåêîòîðîé 0 < γ2 < 1, ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ. Ëåì-
ìà 4.2, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êîìáèíàöèþ ëåìì 16 è 25 èç [11], ìîäè-
ôèöèðîâàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 7, âëå÷åò îöåíêó∣∣∣J+

0

∣∣∣ ≲ Ld/2+2+γ2(d/2−1)|w|L1≲Ld/2+2+γ2(d/2−1)∥w∥0,d+1.

Íàêîíåö, â ëåììå 4.3, ÿâëÿþùåéñÿ êîìáèíàöèåé ëåììû 13 è óïðîùåííîé
ëåììû 31 èç [11] ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàçäåëà 7, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî J−

0

ðàâíî

Ldσ∞(w)σ(A,L2m) +Oγ2,m

((
∥w∥d/2−2,d−1 + ∥w∥0,d+1

)
Ld/2+2+γ2(d/2−2)

)
(ñì. (1.9) è (1.11)). Òîæäåñòâî (1.18) âìåñòå ñ ïðèâåäåííûìè âûøå îöåí-
êàìè äàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò, åñëè ïîëîæèòü γ2 = ε/(d/2− 1) è γ1 =
ε/(d+1). Ðàâíîìåðíàÿ ïî L èm îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâåäåíèÿ σ(A,L2m)
ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.
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1.3 Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî d = 4 è m = 0. Äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âïëîòü äî ôîðìó-
ëû (1.20), íåäîñòàòî÷íî òî÷íîé äëÿ ñëó÷àÿ d = 4, â êîòîðîì åå ïðàâóþ
÷àñòü ñëåäóåò çàìåíèòü íà∣∣∣∣∣∣Jγ1

< − Ld
∑
c ̸=0

η(c)σ∗
c(A)σc

∞(w;A,L)

∣∣∣∣∣∣ ≲γ1 L7/2+(d+4)γ1∥w∥K̃1,K̃2
(1.22)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ êîíñòàíò K̃1, K̃2. Çäåñü ÷ëåíû σ∗
c(A) îïðåäåëÿþòñÿ â

(1.10), ÷ëåíû σc
∞(w;A) çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

σc
∞(w;A,L) := L−d

∞∑
q=1

q−1Iq(c;A, 0, L) , (1.23)

à êîíñòàíòû η(c) ∈ {0, 1} îïðåäåëåíû â ëåììå A.1. Â ÷àñòíîñòè, η(0) = 1,
åñëè îïðåäåëèòåëü detA ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, è η(0) = 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (1.22) èñïîëüçóåò ëåììó A.1
(ëåììà 30 èç [11]), âêëþ÷àÿ ëèøü íåçíà÷èòåëüíûå ìîäèôèêàöèè ðàññóæ-
äåíèé èç [11], è ìû îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ.

Îöåíêó äëÿ J0 òàêæå ïðèõîäèòñÿ óòî÷íÿòü, è ýòî äåëàåòñÿ â ïðèëî-
æåíèè A. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà îïðåäåëèòåëü detA
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, â ÷àñòíîñòè, η(0) = 1. Ïðîòèâîïî-
ëîæíûé ñëó÷àé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íåçíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèåé ïî-
ñëåäíåãî, ñëåäóþùåé [11] (ñì. îáñóæäåíèå â ïðèëîæåíèè A). Â ïðåäëî-
æåíèè A.3, ÿâëÿþùåìñÿ êîìáèíàöèåé ëåìì 13, 16 è 31 èç [11], ìîäèôè-
öèðîâàííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 3.8, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â
ñëó÷àå êâàäðàòíîãî îïðåäåëèòåëÿ detA

J0 =σ∞(w)σ∗(A)Ld logL+K(0)Ld

+Oε

(
Ld−ε

(
∥w∥d/2−2,d−1 + ∥w∥0,d+1

))
,

ãäå êîíñòàíòà K(0) = K(0;w,A) îïðåäåëåíà â ðàçäåëå A.1. Òîæäåñòâî
(1.18) âìåñòå ñ ïðèâåäåííûìè âûøå îöåíêàìè ñíîâà äàåò æåëàåìûé ðå-
çóëüòàò, åñëè ìû âûáåðåì γ1 = (12 − ε)/(d+ 4) è ïîëîæèì

σ1(w;A,L) := K(0) +
∑
c ̸=0

η(c)σ∗
c(A)σc

∞(w;A,L) . (1.24)

Êîíå÷íîñòü ïðîèçâåäåíèé σ∗
c(A) ñëåäóåò èç ëåììû A.2, à çàÿâëåííàÿ â

òåîðåìå îöåíêà äëÿ êîíñòàíòû σ1(w;A,L) óñòàíîâëåíà â ðàçäåëå A.3.
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2 Ñóììû Sq

Ìû íà÷èíàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3, ñëåäóÿ ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â
ðàçäåëå 1.2. Â ÷àñòè óòâåðæäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ äîêàçàòåëüñòâî, îãðà-
íè÷åíèå d ≥ 5 íå èñïîëüçóåòñÿ, è äàëåå ìû âñåãäà óêàçûâàåì ðåàëüíûå
òðåáîâàíèÿ ê d. Íàïîìíèì, ÷òî çàâèñèìîñòü êîíñòàíò, âîçíèêàþùèõ â
îöåíêàõ, îò d è A ÿâíî íå óêàçûâàåòñÿ (ñì. ðàçäåë Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëà-

øåíèÿ).
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû àíàëèçèðóåì ñóììû Sq(c) = Sq(c;A,L

2m),
âõîäÿùèå, â ÷àñòíîñòè, â îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ðÿäîâ σ(A,L2m) è
σp(A,L

2m).

Ëåììà 2.1 (ëåììà 25 â [11]). Äëÿ ëþáîãî d ≥ 1 âûïîëíåíà îöåíêà

|Sq(c;A,L
2m)| ≲ qd/2+1, ðàâíîìåðíî ïî c ∈ Zd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.7) è íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

|Sq(c)|2 ≤ ϕ(q)
∑

a(mod q)

∗ ∣∣∣ ∑
b(mod q)

eq(aF
L2m(b) + c · b)

∣∣∣2
= ϕ(q)

∑
a(mod q)

∗ ∑
u,v(mod q)

eq
(
a(FL2m(u)− FL2m(v)) + c · (u− v)

)
,

(2.1)

ãäå ϕ(q) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òàê êàê F t(z) = 1
2Az · z− t,

FL2m(u)− FL2m(v) = (Av) ·w + F (w) = v ·Aw + F (w).

Ñîîòâåòñòâåííî,

eq
(
a(FL2m(u)− FL2m(v)) + c · (u− v)

)
= eq

(
aF (w) + c ·w

)
eq(av ·Aw).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî v â (2.1) ìîæåò
äàòü íåíóëåâîé âêëàä, òîëüêî åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Aw äå-
ëèòñÿ íà q. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
N âåêòîðîâ w, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò detA. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Sq(c)|2 ≲ ϕ(q)
∑

a(mod q)

∗ ∑
v(mod q)

1 ≤ ϕ2(q) qd.

Ëåììà 2.1 âëå÷åò êîíå÷íîñòü ñóìì σc
p , îïðåäåëåííûõ â (1.10):
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Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðè d ≥ 5, äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíåíî∣∣σc
p(A,L

2m)
∣∣ ≲ 1.

Íàïîìíèì, ÷òî σ(A,L2m) =
∏

p σp(A,L
2m) (ñì. (1.11)).

Ëåììà 2.3. Ïðè d ≥ 5 äëÿ ëþáîãî 1 ≤ X ≤ ∞ âûïîëíåíî∑
q≤X

q−dSq(0) = σ(A,L2m) +O(X−d/2+2).

Â ÷àñòíîñòè, σ(A,L2m) =
∑∞

q=1 q
−dSq(0), òàê ÷òî |σ(A,L2m)| ≲ 1 â

ñèëó ëåììû 2.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïåðâà íåêîòîðîå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì:

Sqq′(0) = Sq(0)Sq′(0) , (2.2)

åñëè (q, q′) = 1 (ñì. ëåììó 23 â [11]). Ïî îïðåäåëåíèþ

Sqq′(0) =
∑

a(mod qq′)

∗ ∑
v(mod qq′)

eqq′(aF
L2m(v)) .

Åñëè (q, q′) = 1, ìû ìîæåì çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå ïî a (mod qq′) äâîé-
íûì ñóììèðîâàíèåì ïî aq ïî ìîäóëþ q è ïî aq′ ïî ìîäóëþ q′, çàïèñàâ
a = qaq′ + q′aq. Òîãäà

Sqq′(0) =
∑

aq(mod q)

∗ ∑
aq′ (mod q′)

∗ ∑
v(mod qq′)

eq(aqF
L2m(v))eq′(aq′F

L2m(v)) .

Òåïåðü çàìåíèì ñóììèðîâàíèå ïî v (mod qq′) äâîéíûì ñóììèðîâàíèåì
ïî vq ïî ìîäóëþ q è ïî vq′ ïî ìîäóëþ q′, çàïèñàâ v = qq̄vq′ + q′q̄′vq, ãäå
q̄ è q̄′ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé qq̄ = 1 (mod q′) è q′q̄′ = 1 (mod q).
Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

FL2m(v) = q2q̄2F (vq′) + q′2q̄′2F (vq) + qq̄q′q̄′Avq′ · vq − L2m,

òàê ÷òî

eq(aqF
L2m(v)) = eq(aqq

′2q̄′2F (vq)− aqL
2m) = eq(aqF

L2m(vq)),

ïî îïðåäåëåíèþ q̄′ è ïîñêîëüêó eq(qN) = 1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà N .
Àíàëîãè÷íî,

eq′(aq′F
L2m(v)) = eq′(aq′F

L2m(vq′)) .
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Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì (2.2).
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 2.1∑

q≥X

q−d|Sq(0)| ≲
∑
q≥X

q−d/2+1 ≲ X−d/2+2. (2.3)

Ñîãëàñíî (2.2) è îïðåäåëåíèþ σ,

σ = lim
n→∞

σn, σn =
∏
p≤n

n∑
l=0

p−dlSpl(0) =
∑
q∈Pn

q−dSq(0),

ãäå p � ïðîñòûå ÷èñëà, à Pn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
q, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èìååò âèä q = pk11 · · · pkmm ,
ãäå 2 ≤ p1 < p2 · · · < pm ≤ n, kj ≤ n è m ≥ 0 (m = 0 ñîîòâåòñòâóåò q = 1).
Òàê êàê ëþáîå q ≤ n ïðèíàäëåæèò Pn, òî ñîãëàñíî (2.3),∣∣∣ ∑

q∈PN

q−dSq(0)−
∑
q≤X

q−dSq(0)
∣∣∣ ≲ X−d/2+2 ∀N ≥ X,

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî X > 0. Ïåðåõîäÿ â ýòîé îöåíêå ê ïðåäåëó ïðè
N → ∞, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ X < ∞. Ïîñëå
÷åãî äëÿ ñëó÷àÿ X = ∞ îíî ñëåäóåò î÷åâèäíûì îáðàçîì.

3 Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû I0q

3.1 Ñâîéñòâà ôóíêöèè h(x, y)

Â ýòîì ðàçäåëå, ñëåäóÿ ïàðàãðàôó 3 â [11], ìû ñòðîèì è èññëåäóåì
ôóíêöèþ h(x, y) ∈ C∞(R>,R) èç òåîðåìû 1.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
w0 ∈ C∞

0 (R),

w0(x) =

{
exp

(
1

x2−1

)
, åñëè |x| < 1

0, åñëè |x| ≥ 1
. (3.1)

Îáîçíà÷èì c0 :=
∫∞
−∞w0(x) dx è ââåäåì ñäâèíóòóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ

ω(x) = 4
c0
w0(4x− 3) ,

êîòîðàÿ, ðàçóìååòñÿ, ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞
0 (R). Î÷åâèäíî, 0 ≤ ω ≤

4e−1/c0, íîñèòåëü ω ëåæèò â (1/2, 1) è
∫∞
−∞ ω(x) dx = 1 .
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Îïðåäåëèì èñêîìóþ ôóíêöèþ h : R>0 × R → R â òåðìèíàõ ω, à
èìåííî, ðàâåíñòâîì h(x, y) := h1(x)− h2(x, y), ãäå

h1(x) :=
∞∑
j=1

1

xj
ω(xj) , h2(x, y) :=

∞∑
j=1

1

xj
ω

(
|y|
xj

)
. (3.2)

Äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû (x, y) êàæäàÿ èç äâóõ ñóìì ïî j ñîäåð-
æèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ h ãëàäêàÿ.

Â ðàçäåëå 3 ðàáîòû [11] ïîêàçàíî, êàê âûâåñòè òåîðåìó 1.1 èç îïðåäå-
ëåíèÿ (3.2). 5 Ìûæå îãðàíè÷èâàåìñÿ ôîðìóëèðîâêîé íåêîòîðûõ ñâîéñòâ
ôóíêöèè h, äîêàçàííûõ â [11, ðàçäåë 4]. Â ÷àñòíîñòè, îíè âëåêóò, ÷òî
ïðè ìàëûõ x ôóíêöèÿ h(x, y) âåäåò ñåáÿ êàê äåëüòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå y.

Ëåììà 3.1 (ëåììà 4 èç [11]). Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. h(x, y) = 0 ïðè x ≥ 1 è |y| ≤ x/2.

2. Åñëè x ≤ 1 è |y| ≤ x/2, òî h(x, y) = h1(x), è äëÿ ëþáîãî m ≥ 0∣∣∣∂mh(x, y)

∂xm

∣∣∣ ≲m
1

xm+1
.

3. Åñëè |y| ≥ x/2, òî äëÿ ëþáûõ m,n ≥ 0∣∣∣∂m+nh(x, y)

∂xm∂yn

∣∣∣ ≲m,n
1

xm+1|y|n
.

Ëåììà 3.2 (ëåììà 5 èç [11]). Ïóñòü m,n,N ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y∣∣∣∂m+nh(x, y)

∂xm∂yn

∣∣∣ ≲N,m,n
1

x1+m+n

(
δ(n)xN +min

{
1, (x/|y|)N

})
.

Ëåììà 3.2 ñ m = n = N = 0 íåìåäëåííî âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 3.3. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R>×R èìååò ìåñòî îöåíêà |h(x, y)| ≲
1/x.

Ëåììà 3.4 (ëåììà 6 èç [11]). Ïóñòü X ∈ R>0 è 0 < x < Cmin {1, X},
äëÿ êàêîé-íèáóäü ïîñòîÿííîé C > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ N ≥ 0,∫ X

−X
h(x, y) dy = 1 +ON,C

(
XxN−1

)
+ON,C

(
xN

XN

)
.

5Òî÷íåå, òàì äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ h, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (3.2) ñ ïðî-
èçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé ω ∈ C∞

0 (R), èìåþùåé íîñèòåëü â îòðåçêå [1/2, 1], äàåò
æåëàåìîå ïðåäñòàâëåíèå δ(n).
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Ëåììà 3.5 (ëåììà 8 èç [11]). Ïóñòü X ∈ R>0 è n ∈ N. Ïóñòü òàêæå

x < Cmin {1, X} äëÿ íåêîòîðîãî C > 0. Òîãäà∣∣∣ ∫ X

−X
ynh(x, y) dy

∣∣∣ ≲N,C Xn

(
XxN−1 +

xN

XN

)
.

Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå, èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëü-
ñòâå êëþ÷åâîé ëåììû 9 ðàáîòû [11], êîòîðóþ ìû óòî÷íÿåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ëåììà 3.6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f ∈ CM−1,0(R) ∩ L1(R), M ≥ 1, òà-
êóþ ÷òî åå (M − 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ f (M−1) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà

[−1, 1], è ïóñòü 0 < x ≤ C äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0. Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ 0 < β ≤ 1 è N ≥ 0,∫

R
f(y)h(x, y) dy =f(0) +OM

(
xM

βM+1

1

X

∫ X

−X
|f (M)(y)| dy

)
+ON,C

(
(xN + βN )

(
∥f∥M−1,0 + x−1|f |L1

))
,

(3.3)

ãäå X := min {1, x/β}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2 ñ m = n = 0, äëÿ ëþáîãî N ≥ 0
âûïîëíåíî |h(x, y)| ≲N (xN + βN )x−1, åñëè |y| ≥ X. Ñëåäîâàòåëüíî,
"õâîñò" èíòåãðàëà

∫
fh dy ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣

∫
|y|≥X

f(y)h(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ≲N (xN+βN )x−1

∫
|y|≥X

|f(y)| dy ≲N (xN+βN )x−1|f |L1 .

(3.4)
Äëÿ àíàëèçà èíòåãðàëà ïî ïðîìåæóòêó |y| < X ìû èñïîëüçóåì ðàçëî-
æåíèå Òåéëîðà ôóíêöèè f(y) â íóëå:∫ X

−X
f(y)h(x, y) dy =

M−1∑
j=0

f (j)(0)

j!

∫ X

−X
yjh(x, y) dy

+OM

(
XM

x

∫ X

−X
|f (M)(y)| dy

)
,

(3.5)

ãäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè ñëåäñòâèå 3.3. Äàëåå ìû ïðèìåíÿåì ëåì-
ìó 3.4, â êîòîðîé N çàìåíåíî íà N + 1, è íàõîäèì ÷òî

f(0)

∫ X

−X
h(x, y) dy = f(0) +ON,C

(
∥f∥0,0

(
XxN +

xN+1

XN+1

))
, (3.6)
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â òî âðåìÿ êàê ñîãëàñíî ëåììå 3.5 äëÿ ëþáîãî j > 0 âûïîëíåíî∣∣∣∣∣f (j)(0)

j!

∫ X

−X
yjh(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ≲N,j,C ∥f∥j,0Xj

(
XxN +

xN+1

XN+1

)
. (3.7)

Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.4)�(3.7), ìû ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó X ≤ x/β, òî ÷ëåí OM â (3.5) îãðàíè÷åí àíàëîãè÷-
íûì ÷ëåíîì â (3.3). Êðîìå òîãî, òàê êàê (x/X)N+1 = max(xN+1, βN+1) ≲C

CxN + βN , òî âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ èç (3.6) è (3.7) óäîâëåòâîðÿþò ≲C

xN + βN . Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå X ≤ 1.
Ëåììà 3.6 íóæíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4, â òî âðåìÿ êàê

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3 äîñòàòî÷íî åå óïðîùåííîé âåðñèè:

Ñëåäñòâèå 3.7. Äîïóñòèì, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f ëåæèò â

êëàññå CM,0(R), M ∈ N, è 0 < x ≤ C äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0.
Òîãäà, äëÿ ëþáîé 0 < δ < 1,∫

R
f(y)h(x, y) dy = f(0) +OM,C,δ

(
xM−δ (∥f∥M,0 + |f |L1)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Æåëàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 3.6 âû-
áîðîì β = xδ/(M+1) ïðè x ≤ 1, è β = 1 ïðè x > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå äëÿ 0 < x ≤ 1 èìååì xMβ−(M+1) = xM−δ è

(xN+βN )x−1 ≤ 2βNx−1 ≤ 2xM−δ, åñëè N ≥ Nδ = (M−δ+1)(M+1)/δ.

Äëÿ 1 ≤ x ≤ C èìååì xM ≤ CδxM−δ, òàê ÷òî âçÿâ N = 0 ïîëó÷àåì,
÷òî (xN + 1) = 2 ≤ 2xM−δ. Òåïåðü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé.

3.2 Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà Iq(0)

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî çàïèñàòü èíòåãðàë Iq(c;A,L
2m) â âèäå

Iq(c) = LdĨq(c), (3.8)

ãäå

Ĩq(c) = Ĩq(c;A,m,L) =

∫
Rd

w(z)h
( q
L
, Fm(z)

)
eq(−z · cL) dz . (3.9)

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå çàìåíÿåò ëåììû 11, 13 è òåîðåìó 3 èç [11]. Â îò-
ëè÷èå îò òåõ ðåçóëüòàòîâ ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 0 /∈ suppw. Ïîñêîëüêó
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ïðè c = 0 ýêñïîíåíòà eq â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Iq(c) ðàâíà åäèíèöå,
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü Iq(0) êàê ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà
q ∈ R, êàê ìû è äåëàåì â ïðåäëîæåíèè íèæå; ýòî íàì ïîíàäîáèòñÿ â
ïðèëîæåíèè A.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q ∈ R è q ≤ CL äëÿ íåêîòîðîé

ïîñòîÿííîé C > 0.
a) Åñëè d ≥ 5 è N ∋ M < d/2− 1, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé δ > 0,

Iq(0;A,m,L) = Ldσ∞(w;A,m)

+Om,M,C,δ

(
qM−δLd−M+δ∥w∥M,d+1

)
.

(3.10)

b) Åñëè d = 4, N ∋ M ≤ d/2 − 1 è m = 0, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

0 < β ≤ 1 è N ≥ 0,

Iq(0;A, 0, L) =Ldσ∞(w;A, 0) +O

(
β−M−1qMLd−M

〈
log
( q

Lβ

)〉
∥w∥M,d+1

)
+OC,N

(
(qNLd−N + βN )(∥w∥M−1,d+1 + Lq−1∥w∥0,d+1)

)
.

(3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü d ≥ 4. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Êðîíðîäà-Ôåäåðåðà
(ñì. [3], ðàçäåë 3.2.4) ìû ïðåäñòàâëÿåì èíòåãðàë â (3.9) ñ c = 0 êàê èí-
òåãðàë ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Σt:

Ĩq(0) =

∫
R
I(m+t)h(q/L, t) dt , I(t) =

∫
Σt

w(z)µΣt(dz) , (3.12)

ãäå ìåðà µΣt ñîâïàäàåò ñ ìåðîé èç (1.9). Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3,

∥I∥k,K̃ ≲k,K,K̃ ∥w∥k,K , åñëè K̃ <
K + 2− d

2
, K > d, (3.13)

è k < d/2−1. Îáîçíà÷èì fm(y) = I(m+y). Òîãäà ∥fm∥k,K̃ ≲m,K̃ ∥I∥k,K̃ ,
è, ñîãëàñíî (3.13),

|fm|L1 = |I|L1 ≲ ∥I∥0,4/3 ≲ ∥w∥0,d+1. (3.14)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà a) ìû ïðèìåíÿåì ñëåäñòâèå 3.7 ñ f = fm è
x = q/L ê ïåðâîìó èíòåãðàëó â (3.12). Çàìåòèì, ÷òî fm(0) = I(m) =
σ∞(w;A,m). Òîãäà, èñïîëüçóÿ (3.13) ñ K̃ = 0, K = d+ 1 è k = M âìåñòå
ñ (3.14), ìû ïîëó÷àåì

Ĩq(0) = σ∞(w) +OM,m,C,δ

(
qM−δL−M+δ∥w∥M,d+1

)
,
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÷òî ýêâèâàëåíòíî (3.10).

×òîáû äîêàçàòü (3.11), ìû ïðèìåíÿåì ëåììó 3.6 ê èíòåãðàëó â (3.12)
ñ m = 0 è ïîëó÷àåì∫

R
I(t)h(x, t) dt = I(0) +OM

(
β−M−1xM

(
1

X

∫ X

−X
|I(M)(t)| dt

))
+OC,N

(
(xN + βN )(∥I∥M−1,0 + x−1|I|L1)

)
,

ãäå x = q/L è X = min{1, x/β}. òåîðåìà 7.3 ñ k = M è M = d+1 âëå÷åò∫ X

−X
|I(M)(t)| dt ≲ X⟨logX⟩∥w∥M,d+1 .

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âìåñòå ñ (3.13) è (3.14) âëå÷åò (3.11).

4 ×ëåí J0

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ãäå ìû àíàëè-
çèðóåì ÷ëåí J0, îïðåäåëåííûé â (1.19).

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü d ≥ 5. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé 0 < γ2 < 1∣∣J0 − Ldσ∞(w)σ(A,L2m)
∣∣ ≲γ2,m L

d
2
+2+γ2(

d
2
−1)∥w∥⌈d/2⌉−2,d+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì J0 â âèäå (1.21). Òîãäà íåðàâåíñòâî |w|L1 ≲
∥w∥0,d+1 âëå÷åò, ÷òî äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü ïðèâåäåííûå íèæå ëåììû 4.2
è 4.3, â êîòîðûõ ìû îöåíèâàåì ÷ëåíû J+

0 è J−
0 .

Ëåììà 4.2. Ïóñòü w ∈ L1(Rd) è d ≥ 3. Òîãäà |J+
0 | ≲ Ld/2+2+γ2(d/2−1)|w|L1,

äëÿ ëþáîé γ2 ∈ (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, |Sq(0)| ≲ qd/2+1, òàê ÷òî

|J+
0 | ≲

∑
q>L1−γ2

q−d/2+1Iq(0).

Çàïèñûâàÿ èíòåãðàë Iq â âèäå (3.8), ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3 íàõîäèì, ÷òî

|Iq(0)| ≲
Ld+1

q
|w|L1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

|J+
0 | ≲ Ld+1|w|L1

∑
q>L1−γ2

q−d/2 ≲ Ld+1|w|L1L
(−d/2+1)(1−γ2)

= Ld/2+2+γ2(d/2−1)|w|L1 .
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Ëåììà 4.3. Ïóñòü d ≥ 5. Òîãäà äëÿ ëþáîé γ2 ∈ (0, 1),

J−
0 = Ldσ∞(w)σ(A,L2m) +Oγ2,m

(
Ld/2+2+γ2(d/2−2)∥w∥⌈d/2⌉−2,d+1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ (3.10) ñ C = 1 â îïðåäåëåíèå ÷ëåíà J−
0 ,

ïîëó÷àåì ÷òî J−
0 = IA + IB, ãäå

IA := Ldσ∞(w)
∑

q≤L1−γ2

q−dSq(0),

|IB| ≲M,δ,m Ld−M+δ∥w∥M,d+1

∑
q≤L1−γ2

Sq(0)q
−d+M ,

äëÿ M< d/2− 1 è ïðîèçâîëüíîé δ > 0. Ëåììà 2.3 âëå÷åò ðàâåíñòâî∑
q≤L1−γ2

q−dSq(0) = σ(A,L2m) +O(L(−d/2+2)(1−γ2)),

òàê ÷òî

IA = Ldσ∞(w)σ(A,L2m) +O(σ∞(w)Ld/2+2+γ2(d/2−2)) ,

â òî âðåìÿ êàê |σ∞(w)| = |I(m)| ≤ ∥I∥0,0 ≤ ∥w∥0,d+1 ââèäó (3.13). Êàñà-
òåëüíî IB, ëåììà 2.1 âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|IB| ≲M,δ,m Ld−M+δ∥w∥M,d+1

∑
q≤L1−γ2

q−d/2+1+M .

Âûáèðàÿ M = ⌈d/2⌉ − 2 è δ = γ2/2, íàõîäèì

|IB| ≲δ,m ∥w∥⌈d/2⌉−2,d+1L
d/2+2+δ lnL ≲γ2,m ∥w∥⌈d/2⌉−2,d+1 L

d/2+2+γ2 .

5 ×ëåí Jγ1
>

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îöåíèâàåì ÷ëåí Jγ1
> , îïðåäåëåííûé â (1.19). Êëþ-

÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â àäàïòàöèè ëåììû 19 èç [11] äëÿ
íàøåãî ñëó÷àÿ. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå (3.8).

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Äëÿ âñåõ d ≥ 1, N > 0 è c ̸= 0 èìååì

|Ĩq(c)| ≲N,m
L

q
|c|−N ∥w∥N,2N+d+1 . (5.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì fq(z) := w (z)h
( q
L , F

m(z)
)
. Òàê êàê

i

2π

q

L
|c|−2 (c · ∇z) eq(−z · cL) = eq(−z · cL) ,

òî èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì N ðàç â èíòåãðàëå (3.9) ìû íàõîäèì

∣∣∣Ĩq(c)∣∣∣ ≤ ( q

2πL
|c|−2

)N ∫
Rd

∣∣∣(c · ∇z)
N fq(z)

∣∣∣ dz
≲N

( q
L

)N
|c|−N

∑
0≤n≤N

∫
Rd

max
0≤l≤n/2

∣∣∣∣ ∂n−l

∂yn−l
h
( q
L
, Fm(z)

)∣∣∣∣
× |z|n−2l

∣∣∇N−n
z w(z)

∣∣ dz ,
ãäå

∂

∂y
h îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè h ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Ïðåäïîëîæèì ñïåðâà, ÷òî q ≤ L. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.2 ñ N = 0,

max
0≤l≤n/2

∣∣∣∣ ∂n−l

∂yn−l
h
( q
L
, Fm(z)

)∣∣∣∣ |z|n−2l
∣∣∇N−n

z w(z)
∣∣ ≤

(L/q)n+1 ⟨z⟩−d−1∥w∥N−n,n+d+1 .

Òàê êàê n ≤ N , ìû ïîëó÷àåì (5.1). Ïóñòü òåïåðü q > L. Òîãäà, ñîãëàñíî
ïóíêòó 1 ëåììû 3.1, ôóíêöèÿ h íå çàíóëÿåòñÿ òîëüêî åñëè

2|Fm(z)| > q

L
. (5.2)

Äëÿ òàêèõ z è äëÿ l ≤ n, ïóíêò 3 ëåììû 3.1 âëå÷åò íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ∂n−l

∂yn−l
h
( q
L
, Fm(z)

)∣∣∣∣ ≲n−l
L

q

1

|Fm(z)|n−l
≲n−l

(L
q

)n−l+1
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

max
0≤l≤n/2

∣∣∣∣ ∂n−l

∂yn−l
h
( q
L
, Fm(z)

)∣∣∣∣ |z|n−2l
∣∣∇N−n

z w(z)
∣∣ ≲

max
0≤l≤n

(L/q)n−l+1

⟨z⟩2(N−n+l)

∥w∥N−n,2N−n+d+1

⟨z⟩d+1
.

Òàê êàê q/L ≲m ⟨z⟩2 ââèäó (5.2), òî ïåðâàÿ äðîáü âûøå îãðàíè÷åíà
âåëè÷èíîé (L/q)N+1, è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì (5.1).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ íàõîäèì îöåíêó íà Jγ1
> :
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Ñëåäñòâèå 5.2. ×ëåí Jγ1
> , îïðåäåëåííûé â (1.19) ñ γ1 ∈ (0, 1) è d ≥ 3,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|Jγ1
> | ≲γ1,m ∥w∥N0,2N0+d+1 ,

ãäå N0 := ⌈d+ (d+ 1)/γ1⌉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷àÿ l1-íîðìó ÷åðåç | · |1, ïî îïðåäåëåíèþ Jγ1
>

èìååì

|Jγ1
> | ≲

∑
s≥Lγ1

sd−1
∞∑
q=1

q−d sup
|c|1=s

|Sq(c)||Iq(c)|

≲
∑

s≥Lγ1

sd−1
∞∑
q=1

q1−d/2Ld sup
|c|1=s

|Ĩq(c)|

≲N,m

∑
s≥Lγ1

sd−1
∞∑
q=1

q−d/2s−NLd+1∥w∥N,2N+d+1 ,

ãäå âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2.1, à òðåòüå � èç ïðåäëîæå-
íèÿ 5.1. Ñóììà ïî q îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé. Âûáèðàÿ N = N0, íàõîäèì
÷òî

Ld+1
∑

s≥Lγ1

sd−1s−N ≤ Ld+1
∑

s≥Lγ1

s−1−(d+1)/γ1 ≲ 1 .

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

6 ×ëåí Jγ1
<

6.1 Îöåíêà

Íàøà ñëåäóþùàÿ (è ïîñëåäíÿÿ) çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ÷ëåíà Jγ1
< èç

(1.18).

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Äëÿ ëþáûõ d ≥ 3 è γ1 ∈ (0, 1/2),

|Jγ1
< | ≲γ1,m Ld/2+2+γ1(d+1)

(
∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4

)
,

ãäå N̄ = N̄(d, γ1) := ⌈d2/γ1⌉ − 2d.

Ïðåäëîæåíèå 6.1 ñëåäóåò èç ëåììû íèæå, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäèôèêàöè-
åé ëåììû 22 â [11], è äîêàçàííîé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
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Ëåììà 6.2. Äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 è c ̸= 0,

|Iq(c)| ≲γ1,m Ld/2+1+γ1
(
q/|c|

)d/2−1−γ1 (∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4

)
,

ãäå N̄ è γ1 òå æå, ÷òî è âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1,

|Jγ1
< | ≲

∑
c ̸=0, |c|≤Lγ1

∞∑
q=1

q−dqd/2+1|Iq(c)| ≲ Ldγ1 max
c ̸=0: |c|≤Lγ1

|Iq(c)|
∞∑
q=1

q−d/2+1

= Ldγ1
(∑
q<L

+
∑
q≥L

)
q−d/2+1 max

c ̸=0: |c|≤Lγ1
|Iq(c)| = J− + J+ ,

ãäå

J− := Ldγ1
∑
q<L

q−d/2+1 max
c ̸=0: |c|≤Lγ1

|Iq(c)| ,

J+ := Ldγ1
∑
q≥L

q−d/2+1 max
c ̸=0: |c|≤Lγ1

|Iq(c)| .

ñëåäñòâèå 3.3 âìåñòå ñ (3.8), (3.9) âëå÷åò

|Iq(c)| ≲
Ld+1

q
|w|L1 , (6.1)

òàê ÷òî

J+ ≲ Ldγ1Ld+1|w|L1

∑
q≥L

q−d/2 ≲ Ldγ1+d/2+2|w|L1 ≲ Ldγ1+d/2+2∥w∥0,d+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê |c| ≥ 1, òî èç ëåììû 6.2 íàõîäèì, ÷òî

J− ≲γ1,m Ldγ1Ld/2+1+γ1
(
∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4

)∑
q<L

q−γ1

≤
(
∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4

)
Lγ1(d+1)+d/2+2 .

6.2 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.2

6.2.1 Ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåòðèâèàëüíî òîëüêî ïðè q ≲ L|c|: äåé-
ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé α > 0 îöåíêà (6.1) âëå÷åò íåðàâåíñòâî

|Iq(c)| ≲α Ld|w|L1 ≲α Ld
(
L|c|/q

)−d/2+1+γ1 |w|L1 , åñëè q ≥ αL|c|,
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òàê êàê |c| ≥ 1 è −d/2 + 1 + γ1 < 0. Òåïåðü îñòàåòñÿ ñíîâà èñïîëüçîâàòü
íåðàâåíñòâî |w|L1 ≲ ∥w∥0,d+1.

Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëóþ α = α(d, γ1, A) ∈ (0, 1) è äîïóñòèì, ÷òî
q < αL|c|. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w2(x) = 1/(1 + x2) è ïîëîæèì

w̃(z) :=
w(z)

w2(Fm(z))
= w(z)(1 + Fm(z)2). (6.2)

Ïóñòü

p(t) :=

∫ +∞

−∞
w2(v)h(q/L, v)e(−tv) dv, e(x) := e1(x) = e2πix. (6.3)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè w2(·)h(q/L, ·). Òîãäà, âûðàæàÿ w2h
÷åðåç p ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è çàïèñûâàÿ w(z) =
w̃(z)w2(F

m(z)), ïîëó÷àåì

w(z)h(q/L, Fm(z)) = w̃(z)

∫ +∞

−∞
p(t)e(tFm(z)) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.9), íàõîäèì

Ĩq(c) =

∫ +∞

−∞
p(t)e(−tm)

(∫
Rd

w̃(z)e
(
tF (z)− u · z

)
dz

)
dt, u := cL/q.

Çàìåòèì, ÷òî
|u| = |c|L/q > α−1 > 1,

òàê êàê q < α|c|L. Îáîçíà÷èì W0(x) = c−d
0

∏d
i=1w0(xi) (ñì. (3.1)). Òîãäà

W0 ∈ C∞
0 (Rd), W0 ≥ 0 è

suppW0 = [−1, 1]d ⊂ {x ∈ Rd : |x| ≤
√
d},

∫
Rd

W0(x) dx = 1. (6.4)

Ïîëîæèì δ = |u|−1/2 <
√
α è çàïèøåì w̃ â âèäå

w̃(z) = δ−d

∫ d

R
W0

(
z− a

δ

)
w̃(z) da.

Îáîçíà÷èâ b :=
z− a

δ
, ìû ïîëó÷àåì

|Ĩq(c)| ≤
∫
Rd

∫ +∞

−∞
|p(t)||Ia,t| dt da,

25



ãäå, ââèäó (6.4),

Ia,t :=

∫
{|b|≤

√
d}
W0(b)w̃(z) e(tF (z)− u · z) db, z := a+ δb.

Ðàññìîòðèì ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëå Ia,t:

f(b) = fa,t(b) := tF (a+ δb)− u · (a+ δb).

Íà ñëåäóþùåì øàãå ìû îöåíèâàåì èíòåãðàë Ia,t, ðàññìàòðèâàÿ (a, t) êàê
ïàðàìåòð. Äëÿ ýòîãî ââåäåì åùå îäèí ïàðàìåòð R, óäîâëåòâîðÿþùèé
íåðàâåíñòâó

1 ≤ R ≤ |u|1/3,

÷üå òî÷íîå çíà÷åíèå áóäåò âûáðàíî ïîçæå. Äàëåå ìû ðàçäåëÿåì äâà ñëó-
÷àÿ:

1. ïàðàìåòð (a, t) ëåæèò â "õîðîøåé" îáëàñòè SR, ãäå

SR =
{
(a, t) : |∇f(0)| = δ|tAa− u| ≥ R

〈
t/|u|

〉
= R⟨δ2t⟩

}
;

2. ïàðàìåòð (a, t) ëåæèò â "ïëîõîì" ìíîæåñòâå SR
c = (Rd ×R) \ SR.

6.2.2 Èíòåãðàë ïî îáëàñòè SR.

Ðàññìîòðèì ñïåðâà èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó SR:

Ëåììà 6.3. Äëÿ êàæäîãî d ≥ 1, N ≥ 0 è R ≥ 2∥A∥
√
d,∫

SR

|p(t)| |Ia,t| da dt ≲N,m
L

q
R−N∥w∥N,d+5 . (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì l := ∇f(0)/|∇f(0)| è L = l · ∇b. Òîãäà
äëÿ (a, t) ∈ SR è |b| ≤

√
d (ñì. (6.4)),

|Lf(b)| =
∣∣Lf(0) + δ2t∇f(0) ·Ab/|∇f(0)|

∣∣ ≥ |∇f(0)| − δ2|t||Ab|

≥ R⟨δ2t⟩ − δ2|t|∥A∥ R

2∥A∥
≥ 1

2R⟨δ2t⟩ ≥ R/2.
(6.6)

Ââèäó òîæäåñòâà (2πiLf(b))−1Le(f(b)) = e(f(b)), N -êðàòíîå èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëå Ia,t âëå÷åò îöåíêó

|Ia,t| ≲N max
|bi|≤1∀i

max
0≤k≤N

∣∣∣∣∣LN−kw̃(δb+ a)

(
L2f(b)

)k(
Lf(b)

)N+k

∣∣∣∣∣ ,
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ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå Lmf(b) = 0 ïðè m ≥ 3. Òàê êàê
|L2f(b)| ≤ δ2|t||l ·Al| ≤ δ2|t|∥A∥, òî ââèäó (6.6) èìååì∣∣∣∣L2f(b)

Lf(b)

∣∣∣∣ ≤ δ2|t|∥A∥
1
2R⟨δ2t⟩

=
2∥A∥
R

≤ 1√
d
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
∣∣∣ 1

Lf(b)

∣∣∣ ≤ 2

R
, èìåþùåå ìåñòî â ñèëó (6.6),

íàõîäèì

|Ia,t| ≲N R−N max
|bi|≤1 ∀i

max
0≤k≤N

∣∣∣Lkw̃(δb+ a)
∣∣∣ .

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç 1SR
èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà

SR, èìååì∫
Rd

|Ia,t|1SR
da ≲N R−N

∫
Rd

(
⟨a⟩d+1 max

|bi|≤1∀i
max

0≤k≤N

∣∣Lkw̃(δb+ a)
∣∣) da

⟨a⟩d+1

≲N R−N∥w̃∥N,d+1 ≲N,m R−N∥w∥N,d+5 ,

äëÿ êàæäîãî t. Ïîýòîìó

ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (6.5) ≲N,m R−N∥w∥N,d+5

∫ +∞

−∞
|p(t)| dt. (6.7)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî∫ ∞

−∞
|p(t)|dt ≲ L/q . (6.8)

Ââèäó ëåììû 3.2 ñ N = 2,∣∣∣ ∂k

∂vk
h(x, v)

∣∣∣ ≲k x−k−1min{1, x2/v2} , k ≥ 1,

è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3, |h(x, v)| ≲ x−1. Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-
ñòÿì â (6.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî M ≥ 0,

|p(t)| ≲M |t−M |
(∫ ∞

−∞
|w(M)

2 (v)|x−1 dv

+ max
1≤k≤M

∫ ∞

−∞
|w(M−k)

2 (v)|x−k−1min
{
1,

x2

v2
}
dv
)
,

ãäå x := q/L. Çàïèñûâàÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë â âèäå ñóììû
∫
|v|≤x+

∫
|v|>x,

íàõîäèì, ÷òî ∫
|v|≤x

= x−k−1

∫
|v|≤x

|w(M−k)
2 (v)| dv ≲M x−k
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è ∫
|v|>x

= x−k+1

∫
|v|>x

|w(M−k)
2 (v)|

v2
dv ≲M x−k.

Òîãäà, äëÿ ëþáîãî M ≥ 0

|p(t)| ≲M

( q
L
|t|
)−M

, åñëè
q

L
< 1 è |p(t)| ≲M

( q
L

)−1
|t|−M , åñëè

q

L
≥ 1.

(6.9)
Âûáèðàÿ M = 2 ïðè |t| > ⟨L/q⟩ è M = 0 ïðè |t| ≤ ⟨L/q⟩, ïîëó÷àåì
(6.8).

6.2.3 Èíòåãðàë ïî îáëàñòè SR
c.

Òåïåðü ìû èññëåäóåì èíòåãðàë ïî "ïëîõîìó" ìíîæåñòâó SR
c.

Ëåììà 6.4. Äëÿ ëþáûõ d ≥ 1, 1 ≤ R ≤ |u|1/3 è 0 < β < 1 ,∫
Sc
R

|p(t)||Ia,t| da dt ≲m Rd|u|−d/2+1+β∥w∥0,K(d,β) ,

ãäå K(d, β) = d+ ⌈d2/2β⌉+ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ìíîæåñòâå SR
c ìû èñïîëüçóåì äëÿ èíòåãðàëà

Ia,t òðèâèàëüíóþ âåðõíþþ îöåíêó

|Ia,t| ≲ max
|bi|≤1∀i

|w̃(δb+ a)| ≤ ∥w̃∥0,0. (6.10)

Âêëþ÷åíèå (a, t) ∈ SR
c âëå÷åò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî da ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t ïðîâîäèòñÿ ëèøü ïî îáëàñòè, ãäå
∣∣Aa− t−1u

∣∣ ≤ (R/δ|t|)⟨t/|u|⟩ ,
òàê ÷òî ∣∣∣∣a− A−1u

t

∣∣∣∣ ≤ ∥A−1∥ R

δ|t|
⟨t/|u|⟩ . (6.11)

Äîïóñòèì ñïåðâà, ÷òî |t| ≥ |u|1−β/d. Òàê êàê |u| > 1, òî ðàçäåëÿÿ ñëó÷àè
|t| ≤ |u| è |t| ≥ |u|, íàõîäèì ÷òî

R

δ|t|
⟨t/|u|⟩ ≤ R|u|−1/2+β/d . (6.12)

Ââèäó (6.10)-(6.12),∣∣∣∣∫
Rd

|Ia,t|1SR
c(a, t)da

∣∣∣∣ ≲ Rd|u|−d/2+β∥w̃∥0,0 .
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Òàê êàê |Fm(z)| ≲m ⟨z⟩2, òî ïî îïðåäåëåíèþ (6.2) ôóíêöèè w̃ èìååì
∥w̃∥0,0 ≲m ∥w∥0,4. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà

≲m Rd|u|−d/2+β∥w∥0,4. Ó÷èòûâàÿ ÷òî, ñîãëàñíî (6.8),
∫
|t|≥|u|1−β/d

|p(t)| dt ≲

L

q
≤ |u| , ìû ïîëó÷àåì

∫
|t|≥|u|1−β/d

(∫
Rd

|p(t)||Ia,t|1SR
c(a, t) da

)
dt ≲m Rd|u|−d/2+1+β∥w∥0,4 .

(6.13)
Ïóñòü òåïåðü |t| ≤ |u|1−β/d. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (6.11) îãðàíè÷åíà

âåëè÷èíîé ∥A−1∥R/(δ|t|), òàê ÷òî |a| ≳ |A−1u|/|t|−∥A−1∥R/(δ|t|). Ââèäó
ñîîòíîøåíèé |A−1u| ≥ CA|u| è R ≤ |u|1/3, íàõîäèì

|a| ≳A
|u| −RC ′

A

√
|u|

|t|
≥ (1− C ′

A|u|−1/6)
|u|
|t|

≥ 1

2

|u|
|t|

≥ 1

2
|u|β/d ,

ãäå C ′
A = C−1

A ∥A−1∥, òàê êàê |u|−1 ≤ α åñëè α íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî
1 − C ′

Aα
1/6 ≥ 1/2. Òîãäà 1 ≲ |a|/|u|β/d íà SR

c, òàê ÷òî 1SR
c(a, t) ≲

|u|−d/2+β/d|a|d2/2β−1, è ìû ïîëó÷àåì èç (6.10), ÷òî äëÿ òàêèõ t∣∣∣∣∫
Rd

|Ia,t|1SR
c(a, t)da

∣∣∣∣ ≲ |u|−d/2+β/d

∫
Rd

|a|d2/2β−1 max
|bi|≤1 ∀i

|w̃(δb+ a)| da

≲m |u|−d/2+β/d∥w∥0,K(d,β) ,

ãäå K(d, β) = d+ ⌈d2/2β⌉+4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (6.9) ñ M = 0,∫
|t|≤|u|1−β/d |p(t)|dt ≲ |u|1−β/d , îòêóäà èìååì∫

|t|≤|u|1−β/d

(∫
Rd

|p(t)||Ia,t|1SR
c(a, t) da

)
dt ≲m |u|−d/2+1∥w∥0,K(d,β) .

(6.14)
Ñîáèðàÿ âìåñòå îöåíêè (6.13) è (6.14) ïîëó÷àåì èñêîìîå óòâåðæäå-

íèå.

6.2.4 Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.2, ìû îáúåäèíÿåì ëåììû 6.3
è 6.4, è íàõîäèì ÷òî

|Ĩq(c)| ≲N,m

(
L

q
R−N +Rd|u|−d/2+1+β

)(
∥w∥N,d+5 + ∥w∥0,K(d,β)

)
.
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Çàôèêñèðóåì γ1 ∈ (0, 1/2), β = γ1/2, R = |u|
γ1
2d ≤ |u|

1
3 è âûáåðåì

N = ⌈d2γ1 ⌉−2d > 0 (çàìåòèì, ÷òîR ≥ α−γ1/2d ≥ 2∥A∥
√
d, åñëè α íàñòîëüêî

ìàëî, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 6.3 âûïîëíÿåòñÿ). Òîãäà K(d, β) = N +
3d + 4, R−N ≤ |u|−d/2+γ1 ≤ |c| (L|c|/q)−d/2+γ1 , òàê êàê |c| ≥ 1. Áîëåå
òîãî, Rd|u|−d/2+1+β = |u|−d/2+1+γ1 = (L|c|/q)−d/2+1+γ1 . Äîêàçàòåëüñòâî
îêîí÷åíî.

7 Èíòåãðàëû ïî êâàäðèêàì

Íàøà öåëü â ýòîì çàçäåëå � èçó÷èòü èíòåãðàëû I(t;w) ïî êâàäðèêàì
Σt. Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì F , çàïèñàííûõ â óäîáíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå (òåîðåìà 7.1), è ïîêàæåì ïîçæå â ðàçäåëå 7.4 (Tåîðå-
ìà 7.3) êàê ñâåñòè îáùèå èíòåãðàëû I(t;w) ê èíòåãðàëàì, ñîîòâåòñòâó-
þùèì òàêèì êâàäðàòè÷íûì ôîðìàì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî

d ≥ 3

è íå ïðèìåíÿåì æèðíûé øðèôò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó
áîëüøèíñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìû çäåñü èñïîëüçóåì, ÿâëÿþòñÿ âåê-
òîðàìè.

7.1 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû â íîðìàëüíîé ôîðìå

Íà Rd = Rn
u × Rd1

x × Rd1
y = {z = (u, x, y)}, ãäå d ≥ 3, n ≥ 0 è d1 ≥ 1,

ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

F (z) = 1
2 |u|

2 + x · y = 1
2Az · z , A(u, x, y) = (u, y, x) . (7.1)

Çàìåòèì, ÷òî A � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, |Az| = |z|. Êàê â ðàçäåëå 1.1
ìû ðàññìàòðèâàåì êâàäðèêè Σt = {z : F (z) = t}, t ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî
ïðè t ̸= 0 Σt ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòü, à Σ0 � ýòî êîíóñ ñ
îñîáåííîñòüþ â íóëå. Îáîçíà÷èì ýëåìåíò îáúåìà íà Σt (íà Σ0\{0}, åñëè
t = 0), èíäóöèðîâàííûé èç Rd, êàê dz |Σt è ïîëîæèì

µΣt(dz) = |Az|−1dz |Σt (7.2)

(ñì. íèæå êàñàòåëüíî ýòîé ìåðû ïðè t = 0).
Äëÿ k∗ ∈ N ∪ {0} è ôóíêöèè f íà Rd, óäîâëåòâîðÿþùåé

f ∈ Ck∗,M (Rd) , M > d , (7.3)
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ìû áóäåì èçó÷àòü èíòåãðàëû

I(t) = I(t; f) =
∫
Σt

f(z)µΣt(dz) . (7.4)

Íàøà ïåðâàÿ öåëü � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F (z) èç (7.1) è ôóíêöèè f ∈
Ck∗,M (Rd), M > d , ðàññìîòðèì èíòåãðàë I(t) = I(t; f), îïðåäåëåííûé â

(7.4). Òîãäà ôóíêöèÿ I(t)ÿâëÿåòñÿ Ck�ãëàäêîé åñëè k < d/2−1, k ≤ k∗, è
ÿâëÿåòñÿ Ck�ãëàäêîé âíå íóëÿ, åñëè k ≤ min(d/2−1, k∗). Äëÿ 0 < |t| ≤ 1
èìååì ∣∣∣∂kI(t)

∣∣∣≲k,M∥f∥k,M åñëè k < d/2− 1,∣∣∣∂kI(t)
∣∣∣≲k,M∥f∥k,M (1− ln |t|) åñëè k ≤ d/2− 1.

(7.5)

Â òî âðåìÿ êàê äëÿ |t| ≥ 1, îáîçíà÷àÿ κ = M+2−d
2 , èìååì∣∣∣∂kI(t)

∣∣∣≲k,M∥f∥k,M ⟨t⟩−κ åñëè 1 ≤ k ≤ d/2− 1, k ≤ k∗,

|I(t)|≲M,κ′∥f∥0,M ⟨t⟩−κ′ ∀κ′ < κ.
(7.6)

Ïðèìåð, ñì. [8, Example A.3], ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ëîãà-
ðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü íåëüçÿ óäàëèòü èç ïðàâîé ÷àñòè (7.5).

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ íèæå â íåñêîëüêî øàãîâ. Ïðè åå äîêàçàòåëü-
ñòâå äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà x ∈ Rd1 ìû ðàññìàòðèâàåì åãî îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå â Rd1 � ãèïåðïðîñòðàíñòâî x⊥. Ìû îáîçíà÷àåì åãî ýëåìåí-
òû x̄ è ñíàáæàåì x⊥ ìåðîé Ëåáåãà dx̄. Åñëè d1 = 1, òî x⊥ âûðîæäàåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâî R0 = {0}, à dx̄ � â δ-ìåðó â òî÷êå 0. Ïðàêòè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè d1 = 1 ïðîñòðàíñòâà x⊥ è y⊥ (è èíòåãðàëû ïî íèì)
èñ÷åçíàþò èç íàøèõ ïîñòðîåíèé. Ýòî óïðîùàåò ñëó÷àé d1 = 1, íî äåëàåò
åãî îòëè÷íûì îò d1 ≥ 2. Íàïðèìåð, â ôîðìóëå (7.8) ïðè d1 = 1 àôôèí-
íîå ïðîñòðàíñòâî σx

t (u
′, x′) ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé (u′, x′, (t− 1

2 |u
′|2)|x′|−2x′),

ìåðà dµΣt |Σx
t
â (7.13) ñòàíîâèòñÿ du |x|−1dx è ò. ä. Ñîîòâåòñòâåííî íèæå

ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ d1 ≥ 2, îñòàâëÿÿ ñëó÷àé d1 = 1
ïðîñòûì óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ.

7.2 Äåçèíòåãðàöèÿ äâóõ ìåð

Íàøà öåëü â ýòîì ïîäðàçäåëå � íàéòè óäîáíóþ äåçèíòåãðàöèþ ìåð dz |Σt

è µΣt , ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6 â [6].

31



Íàïîìíèì, ÷òî ìû çàïèñûâàåì ýëåìåíòû z ∈ Rd êàê z = (u, x, y), ãäå
u ∈ Rd è x, y ∈ Rd1 . Îáîçíà÷èì Σx

t = {(u, x, y) ∈ Σt : x ̸= 0} (åñëè t < 0,
òî Σx

t = Σt). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t Σx
t åñòü ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â

Rd, è îòîáðàæåíèå

Πx
t : Σx

t → Rn × Rd1\{0} , (u, x, y) 7→ (u, x) , (7.7)

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àôôèííûì åâêëèäîâûì ðàññëîåíèåì. Åãî ñëîè ñóòü

σx
t (u

′, x′) :=
(
Πx

t

)−1
(u′, x′) =

(
u′, x′, x′

⊥
+

t− 1
2 |u

′|2

|x′|2
x′
)
, (7.8)

ãäå x′⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê x′ â Rd1 . Äëÿ ëþáîãî x′ ̸= 0 îáî-
çíà÷èì

Ux′ =
{
x : |x− x′| ≤ 1

2
|x′|
}
, U = Rn × Ux′ × Rd1 .

Òåïåðü ìû ïîñòðîèì òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèÿ Πx
t íàä U . Äëÿ ýòîãî

çàôèêñèðóåì â Rd1 ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (e1, . . . , ed1)
òàêîé, ÷òî ëó÷ R+e1 ïåðåñåêàåò îáëàñòü Ux′ . Òîãäà

x1 > 0 ∀x = (x1, . . . , xd1) =: (x1, x̄) ∈ Ux′ .

Ìû õîòèì ïîñòðîèòü àôôèííûé ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó äèôôåîìîð-
ôèçì

Φt : Rn × Ux′ × Rd1−1 → U ∩ Σt

âèäà

Φt(u, x, η̄) = (u, x,Φu,x
t (η̄)) , Φu,x

t (η̄) = (φt(u, x, η̄), η̄) ∈ Rd1 , η̄ ∈ Rd1−1.
(7.9)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Φt(u, x, η̄) ∈ Σt òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

φt(u, x, η̄) =
t− 1

2 |u|
2 − x̄ · η̄
x1

. (7.10)

Îòîáðàæåíèå η̄ → Φu,x
t (η̄) ñ ýòîé ôóíêöèåé φt àôôèííî, è åãî îáëàñòü

çíà÷åíèé Φt ðàâíà U ∩ Σt. Â êîîðäèíàòàõ (u, x, η1, η̄) ∈ Rn × Ux′ × R ×
Rd1−1 íà îáëàñòè U ⊂ Rd ãèïåðïîâåðõíîñòü Σx

t âëîæåíà â Rd êàê ãðàôèê
ôóíêöèè (u, x, η̄) 7→ η1 = φt. Ñîîòâåòñòâåííî, â êîîðäèíàòàõ (u, x, η̄) íà
U ∩ Σt ýëåìåíò îáúåìà íà Σt èìååò âèä ρ̄t(u, x, η̄)du dx dη̄, ãäå

ρ̄t =
(
1 + |∇φt|2

)1/2
=
(
1 +

|u|2 + |η̄|2 + |x̄|2 + x−2
1 (t− 1

2 |u|
2 − x̄ · η̄)2

x21

)1/2
.
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Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííîé η̄ ∈ Rd1−1 ê y = Φu,x
t (η̄) ∈ σx

t (u, x) ìû çàìåíÿåì
dη̄ íà | detΦu,x

t (η̄)|dσx
t (u,x)

y. Çäåñü dσx
t (u,x)

y � ìåðà Ëåáåãà íà (d1 − 1)-
ìåðíîì àôôèííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå σx

t (u, x), è ÷åðåç detΦu,x
t

îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ Φu,x
t , ðàññìàòðèâàåìî-

ãî êàê ëèíåéíûé èçîìîðôèçì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rd1−1 = {η̄} è
êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê σx

t (u, x), îòîæäåñòâëåííîãî ñ åâêëèäîâûì
ïðîñòðàíñòâîì x⊥ ⊂ Rd1 . Ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíò îáúåìà íà Σt∩U ìîæ-
íî çàïèñàòü êàê ρt(u, x, y)du dx dσx

t (u,x)
y, ãäå

ρt(u, x, y) = ρ̄t(u, x, η̄)| detΦu,x
t (η̄)| (u, x, y) ∈ Σt, è Φu,x

t (η̄) = y.

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ρt. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó z∗ = (u∗, x∗, y∗) ∈
U ∩ Σt è âûáåðåì îðòîáàçèñ (e1, . . . , ed1) òàêîé ÷òî e1 = x∗/|x∗|. Òîãäà

x∗ = (|x∗|, 0) , y∗ =
(
y∗1, ȳ∗

)
, y∗1 =

( t− 1
2 |u∗|

2

|x∗|

)
, ȳ∗ ∈ Rd1−1 .

Èòàê (ñì. (7.9)�(7.10)) îòîáðàæåíèå Φt òàêîâî, ÷òî Φu∗,x∗
t (η̄) =

(
y∗1, η̄

)
=

ỹ ∈ σx
t (u∗, x∗) (ò. å. φt(z∗) = y∗1). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ρt(u∗, x∗, y∗1, ȳ∗) =

ρ̄t(u∗, x∗, ȳ∗), ÷òî ðàâíî

(
1 + |x∗|−2

(
|u∗|2 + |ȳ∗|2 + |y∗1|2

))1/2
=

(
|x∗|2 + |u∗|2 + |ȳ∗|2 + |y∗1|2

)1/2
|x∗|

.

Òî åñòü ρt(z∗) = |z∗|
|x∗| . Òàê êàê z∗ � ýòî ëþáàÿ òî÷êà â U ∩ Σt, òî ìû

äîêàçàëè

Ïðåäëîæåíèå 7.2. Ýëåìåíò îáúåìà dz |Σx
t
îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè Πx

t

äåçèíòíãðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dz |Σx
t
= du |x|−1dx |z|dσx

t (u,x)
y . (7.11)

Òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C0
0 (Σ

x
t )∫

f(z)dz |Σx
t
=

∫
Rn

∫
Rd1

|x|−1
(∫

σx
t (u,x)

|z|f(z) dσx
t (u,x)

y
)
dx du .

Òî÷íî òàê æå, åñëè ìû ïîëîæèì Σy
t = {(u, x, y) ∈ Σt : y ̸= 0} è

ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

Πy
t : Σy

t → Rn × Rd1\{0} , (u, x, y) 7→ (u, y) ,
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òî
dz |Σy

t
= du |y|−1dy |z|dσy

t (u,y)
x . (7.12)

Îáîçíà÷èì Σ0
t = {(u, x, y) ∈ Σt : x = y = 0}. Òîãäà Σt\Σ0

t � ãëàäêîå
ìíîãîîáðàçèå è dz |Σt îïðåäåëÿåò íà íåì ãëàäêóþ ìåðó.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (7.11) è (7.12) ôóíêöèÿ |z|−1 ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìà íà Σt îòíîñèòåëüíî ìåðû dz |Σt . Òàêèì îáðàçîì, µΣt (ñì. (7.2))
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé áîðåëåâñêîé ìåðîé íà Σt. Òàê êàê
|Az| = |z|, òî ââèäó (7.11) è (7.12),

dµΣt |Σx
t
= du |x|−1dx dσx

t (u,x)
y , dµΣt |Σy

t
= du |y|−1dy dσy

t (u,y)
x . (7.13)

Ìåðà µΣt îïðåäåëÿåò íà Rd áîðåëåâñêóþ ìåðó ñ íîñèòåëåì â Σt. Îíà
òàêæå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ µΣt .

7.3 Àíàëèç èíòåãðàëà I(t; f)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t îòîáðàæåíèå

Lt : Σ
x
0 → Σx

t , (u, x, y) 7→ (u, x, y + t|x|−2x)

îïðåäåëÿåò àôôèííûé èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé Π0 |Σx
0
è Πt |Σx

t
. Ïîñêîëü-

êó Lt ñîõðàíÿåò ìåðó Ëåáåãà íà ñëîÿõ, òî â ñèëó (7.11) îíî ïðåîáðàçóåò
ìåðó µΣ0 â µΣt . Èñïîëüçóÿ (7.13) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t èíòå-
ãðàë I(t), îïðåäåëåííûé â (7.4), ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

I(t; f)
∫
Σ0

f(Lt(z))µ
Σ0(dz)

=

∫
Rn×Rd1

|x|−1
(∫

σ(u,x)
f(u, x, y + t|x|−2x)dσx(u,x)y

)
du dx .

(7.14)

Çäåñü σ(u, x) := σx
0 (u, x) = x⊥ − 1

2 |u|
2|x|−2x .

Íàïîìíèì, ÷òî f(u, x, y) óäîâëåòâîðÿåò (7.3). Âçÿâ ëþáóþ ãëàäêóþ
ôóíêöèþ φ(t) ≥ 0 íà R, îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè |t| ≥ 2 è ðàâíóþ
åäèíèöå ïðè |t| ≤ 1 ìû çàïèøåì f êàê f = f00+f1, ãäå f00 = φ(|(x, y)|2)f
è f1 = (1 − φ(|(x, y)|2))f . Îáîçíà÷àÿ Br(Rm) = {ξ ∈ Rm : |ξ| ≤ r} è
Br(Rm) = {ξ ∈ Rm : |ξ| ≥ r} ìû âèäèì, ÷òî

supp f00 ⊂ Rn ×B√
2(R

2d1) , supp f1 ⊂ Rn ×B1(R2d1) . (7.15)

Ïîëàãàÿ f11(z) = f1(z)(1−φ(4|x|2)), f10(z) = f1(z)φ(4|x|2) ìû çàïèñûâà-
åì f êàê

f = f00 + f11 + f10 .
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Ïîñêîëüêó (x, y) ∈ B1(R2d1) âëå÷åò, ÷òî |x| ≥ 1/
√
2 èëè |y| ≥ 1/

√
2, òî ñ

ó÷åòîì (7.15),

supp f11 ⊂ Rn ×B1/2(Rd1
x )× Rd1

y ,

supp f10 ⊂ Rn × Rd1
x ×B1/

√
2(Rd1

y ) .
(7.16)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè i, j = 0, 1, ∥fij∥k,m ≤ Ck,m∥f∥k,m äëÿ âñåõ k ≤ k∗ è
m ≤ M .

Ïîëàãàÿ Iij(t) = I(t; fij), èìååì:

I(t; f) = I00(t) + I10(t) + I11(t) .

7.3.1 Èíòåãðàë I00(t).

Â âèäó (7.14) I00(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, è äëÿ 1 ≤ k ≤ k∗

∂kI00(t) =
∫
Rn

(∫
B√

2(R
d1 )

|x|−1dx
)
du∫

y∈σ(u,x)

(
dk/dtk

)
f00(u, x, y + t|x|−2x) dσ(u,x)y

=

∫
Rn

∫
B√

2(R
d1 )
|x|−1

(∫
y∈σ(u,x)

dkyf00(u, x, y + t|x|−2x)
[
|x|−2x

]
dσ(u,x)y

)
dxdu,

(7.17)

ãäå ÷åðåç dkyf00
[
|x|−2x

]
îáîçíà÷åíî ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà dkyf00 ê

ñîâîêóïíîñòè k âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí |x|−2x. Ïîëàãàÿ τ =
t− 1

2 |u|
2, äëÿ y ∈ σ(u, x) èìååì

y + t|x|−2x = ȳ + τ |x|−2x, äëÿ íåêîòîðîãî ȳ ∈ x⊥. (7.18)

Òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ïî y â (7.17) ìîæíî çàïèñàòü êàê êàê∫
x⊥

dkyf00(u, x, ȳ + τ |x|−2x)
[
|x|−2x

]
dȳ. (7.19)

Ïîñêîëüêó |ȳ+τx|x|−2|2 = |ȳ|2+τ2|x|−2, òî íà íîñèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè èìååì

|x| ≤
√
2, |ȳ|2 + τ2|x|−2 ≤ 2. (7.20)

Â ÷àñòíîñòè,

|τ | =
∣∣t− 1

2
|u|2
∣∣ ≤ √

2|x| ≤ 2 â (7.19). (7.21)
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Â âèäó (7.15) äèàìåòð îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â (7.19) îãðàíè÷åí
√
2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî m ≥ 0 èíòåãðàë (7.19) íå ïðåâîñõîäèò âå-
ëè÷èíû Ck,m|x|−k⟨u⟩−m∥f∥k,m. Îáîçíà÷àÿ R = |u|, r = |x|, ïîëó÷àåì,
÷òî

|∂kI00(t)| ≲k,M ∥f∥k,M
∫ √

2

0
rd1−k−2

(∫ ∞

0
Rn−1⟨R⟩−Mχ|τ |≤

√
2r dR

)
dr .

(7.22)
Åñëè n = 0, òî èíòåãðàë ïî dR ñëåäóåò óáðàòü èç ïðàâîé ÷àñòè. Íèæå
ìû îöåíèì ∂kI00(t) îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ n = 0 è n ≥ 1.

à) Åñëè n = 0, òî τ = t è èç (7.21) ïîëó÷àåì, ÷òî |x| ≥ t/
√
2, â

òî âðåìÿ êàê èç (7.15) âèäèì, ÷òî ïðè t ̸= 0 ôóíêöèÿ I00(t) ÿâëÿåòñÿ
Ck∗-ãëàäêîé (ïîñêîëüêó f ∈ Ck∗). Çàòåì èç (7.22) ìû íàõîäèì

|∂kI00(t)| ≲k,M ∥f∥k,M
∫ √

2

|t|/
√
2
rd1−k−2χ|t|≤2 dr . (7.23)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|∂kI00(t)| ≲k ∥f∥k,M åñëè k ≤ min(d1 − 2, k∗),

|∂kI00(t)| ≲k ∥f∥k,M
(
1 +

∣∣ ln |t|∣∣) åñëè k ≤ min(d1 − 1, k∗),
(7.24)

â òî âðåìÿ êàê I00(t) = 0 äëÿ |t| ≥ 2.
á) Åñëè n ≥ 1, òî äëÿ îöåíêè ∂kI00(t) ðàçîáüåì èíòåãðàë äëÿ I00(t) íà

ñóììó äâóõ. À èìåííî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t ̸= 0 çàïèøåì f00 êàê f00 =
f00< + f00>, ãäå f00< = f00φ(8|x|2/t2) è φ � ýòî ôóíêöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fij , 0 ≤ i, j ≤ 1. Çíà÷èò,

supp f00< ⊂ {2|x| ≤ |t|}, supp f00> ⊂ {2
√
2|x| ≥ |t|}. (7.25)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì î÷åâèäíûõ îáîçíà÷åíèé ìû èìååì I00(t) = I00<(t) +
I00>(t), ãäå

I00<(t) =
∫
Rn

∫
B√

2(R
d1 )∩B|t|/2(Rd1 )

|x|−1

(∫
y∈σ(u,x)

|x|2+|y+t|x|−2x|2≤2

f00<(u, x, y + t|x|−2x) dσ(u,x)y
)
dxdu ,

I00>(t) =
∫
Rn

∫
B√

2(R
d1 )∩B|t|/2

√
2(Rd1 )

|x|−1

(∫
y∈σ(u,x)

|x|2+|y+t|x|−2x|2≤2

f00>(u, x, y + t|x|−2x) dσ(u,x)y
)
dxdu .
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Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ôóíêöèþ I00<(t). Çàìåòèì, ÷òî ïî (7.18) äëÿ
y ∈ σ(u, x) è |x| ≤ |t|/2 (ñð. (7.25))

|y + t|x|−2x| ≥ |τ ||x|−1 =

∣∣∣∣t− 1

2
|u|2
∣∣∣∣ |x|−1 ≥ −t|x|−1 >

√
2 , äëÿ t < 0 ,

òàê ÷òî I00<(t) = 0 äëÿ t < 0. Ïðè t > 0, âûïîëíåíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ√
tu′ = u, tx′ = x, ïîëó÷àåì

I00<(t) =td/2−1

∫
Rn

∫
B√

2/t(R
d1 )∩B1/2(Rd1 )

|x′|−1φ(8|x′|2)

(∫
y∈σ(u′,x′)

|x′|2t2+|y+|x′|−2x′|2≤2

f00(
√
tu′, tx′, y + |x′|−2x′) dσ(u′,x′)y

)
dx′du′ ,

ãäå èñïîëüçîâàíî, ÷òî σ(u′, x′) = σ(u, x). Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ìû íàõî-
äèì ïî èíäóêöèè ïî k, ÷òî äëÿ ëþáûõ l è k

dk

dtk
tlg(

√
tu′, tx′) =

∑
l1+l2+l3=k

cl1,l2,l3t
l−l1−l2/2

(
u′

l2 · ∇u

)l2
(
x′

l3 · ∇x

)l3
g(
√
tu′, tx′) ,

äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè g è ïîäõîäÿùèõ êîíñòàíò
cl1,l2,l3 . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣∂kI00<(t)

∣∣∣ ≲k,M max
l1+l2+l3=k

td/2−1−l1−l2/2∥f∥k,M
∫
Rn

|u′|l2⟨u′
√
t⟩−M∫

B√
2/t(R

d1 )∩B1/2(Rd1 )
|x′|l3−1

(∫
y∈σ(u′,x′)

|x′|2t2+|y+|x′|−2x′|2≤2

dσ(u′,x′)y
)
dx′du′ .

Îáîçíà÷àÿ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà x⊥ ÷åðåç ȳ, âèäèì, ÷òî èíòåãðàë ïî dσ(u′,x′)y
íå ïðåâîñõîäèò∫

ȳ∈x⊥

|x′|2t2+|ȳ+τ ′|x′|−2x′|2≤2

1 dȳ, τ ′ = 1− 1

2
|u′|2 . (7.26)

Â âèäó (7.21), íà íîñèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè |τ ′| ≤
√
2|x′|. Òàê

÷òî òàì

1−
√
2|x′| ≤ |u′|2

2
≤ 1 +

√
2|x′| . (7.27)
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Òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ȳ îãðàíè÷åíà, òî èíòåãðàë (7.26) îãðà-
íè÷åí êîíñòàíòîé. Òàê ÷òî îáîçíà÷èâ |x′| = r′, |u′| = R′ è èñïîëüçóÿ
(7.27), ìû èìååì∣∣∣∂kI00<(t)

∣∣∣ ≲k,M max
l1+l2+l3=k

∥f∥k,M td/2−l1−l2/2−1

∫ 1/2

0
r′

d1−2+l3

(∫ √
2
√

1+
√
2r′

√
2
√

1−
√
2r′

R′n−1+l2⟨R′2t⟩−M/2 dR′
)
dr′ .

Òàê êàê r′ ≤ 1/2, òî íà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ
√
2−

√
2 ≤ R′ ≤√

2 +
√
2 è

√
2
√

1 +
√
2r′ −

√
2
√
1−

√
2r′ ≲ r′ . Òàêèì îáðàçîì, èí-

òåãðàë ïî dR′ îãðàíè÷åí C⟨t⟩−M/2′. Ïîýòîìó∣∣∣∂kI00<(t)
∣∣∣ ≲k,M max

l1+l2+l3=k
∥f∥k,M td/2−l1−l2/2−1⟨t⟩−M/2

∫ 1/2

0
r′

d1−1+l3 dr′ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < t ≤ 4 äëÿ ëþáîãî k ≤ k∗ è ëþáîãî d1 ≥ 1,

|∂kI00<(t)| ≲k ∥f∥k,0td/2−k−1 . (7.28)

Â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t ≥ 4 è k ≤ k∗,

|∂kI00<(t)| ≲k,M max
l1+l2+l3=k

∥f∥k,M,dt
d/2−M/2−l1−l2/2−1

×
∫ √

2/t

0
r′

d1−1+l3 dr′ ≲k,M ∥f∥k,M t−(M+2+k+2d1−d)/2 .

(7.29)

Íàïîìíèì, ÷òî I00<(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t < 0.

Äëÿ I00>(t) ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïî (7.20) è (7.25) ôóíêöèÿ I00>(t)
îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè |t| > 4. Äàëåå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî k, çàìå-
÷àåì, ÷òî

dk

dtk
g(tx|x|−2)(1− φ(8|x|2/t2)) =

∑
l1+l2+l3=k

cl1,l2,l3 |x|2(l2−l1)t−3l2−l3

×
(
(x · ∇)l1 g

) dl2

dyl2
(1− φ) ,

(7.30)

ãäå cl1,l2,l3 = 0, åñëè l3 > 0 è l2 = 0. Òàê êàê φ′ ̸= 0 òîëüêî äëÿ |t|/2
√
2 ≤

|x| ≤ |t|/2, òî

dl2

dyl2
(1− φ)t−3l2−l3 ≲l2,l3 |x|−3l2−l3 , l2 > 0 ,
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òàê ÷òî ∣∣∣∣ dkdtk g(tx|x|−2)(1− φ(8|x|2/t2))
∣∣∣∣ ≲k |x|−k∥g∥k,0 .

Îòñþäà, àíàëîãè÷íî (7.22) è ñíîâà îáîçíà÷àÿ |x| = r è |u| = R, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî

|∂kI00>(t)| ≲k,M ∥f∥k,M
∫ √

2

|t|/2
√
2
rd1−k−2

(∫ ∞

0
Rn−1⟨R⟩−Mχ|τ |≤

√
2r dR

)
dr

(çäåñü è äàëåå
∫ b
a dr = 0, åñëè b ≤ a). Òàê êàê â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

â âèäó ñîîòíîøåíèé (7.25) è ìíîæèòåëÿ χ|τ |≤
√
2r èìååì R2 ≤ 6

√
2r, òî

|∂kI00>(t)| ≲k,M,n ∥f∥k,M
∫ √

2

|t|/2
√
2
rd/2−k−2 dr

≲k,M

{
∥f∥k,M , k < d/2− 1,

∥f∥k,M (1 + | ln |t||) , k ≤ d/2− 1.

(7.31)

Åñëè k < d/2−1, òî ïî ïðåäûäóùåìó ∂kI00(t) îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ t.
Â ýòîì ñëó÷àå, ìîäèôèöèðóÿ èíòåãðàíä â (7.17) ìíîæèòåëåì χ|x|≥ε, ìû
âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè Iε

00>, Iε
00< óäîâëåòâîðÿ-

þò òåì æå îöåíêàì ÷òî è ôóíêöèè I00>, I00< âûøå. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
Iε
00 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò èì. Ôóíêöèè ∂kIε

00(t) ñ ε > 0 î÷åâèäíî, íåïðå-
ðûâíû ïî t è ñõîäÿòñÿ ê ∂kI00(t) ðàâíîìåðíî íà îãðàíè÷åííûõ èíòåð-
âàëàõ. Îòñþäà ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ òàêæå íåïðåðûâíà. Ïîäîáíûì îáðà-
çîì ôóíêöèÿ ∂kI00(t) ñ k = d/2 − 1 íåïðåðûâíà íà ëþáîì ìíîæåñòâå
|t| ≥ ε > 0. Ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà ïðè t ̸= 0.

7.3.2 Èíòåãðàë I11(t).

È âèäó (7.16) è àíàëîãè÷íî (7.17), (7.19), äëÿ ëþáîãî k ≤ k∗ èìååì

∂kI11(t) =
∫
Rn

∫
|x|≥1/2

|x|−1
(∫

x⊥
dky f11(u, x, ȳ+ τx|x|−2)[x|x|−2] dȳ

)
dxdu .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I11(t) � Ck-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, è ïîñêîëüêó M > d è∣∣ȳ + τx|x|−2
∣∣ ≥ |ȳ|, òî

|∂kI11(t)
∣∣ ≲k,M ∥f∥k,M ∀t. (7.32)

Ïóñòü òåïåðü |t| ≥ 1. Çàïèøåì ∂kI11 â âèäå

∂kI11(t) =
∫
Rn

∫
|x|≥1/2

|x|−k−1

∫
x⊥

Φk(z̄) dȳdxdu , (7.33)
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ãäå z̄ = (u, x, ȳ), ȳ ∈ x⊥, è

|Φk(z̄)|≲k ∥f∥k,M ⟨ẑ⟩−M , ẑ = (u, x, ȳ + τx|x|−2). (7.34)

Î÷åâèäíûì îáðàçîì

|ẑ| ≥ |z̄| , |ẑ| ≥ 2−1/2
(
|z̄|+ |τ ||x|−1

)
. (7.35)

Íèæå ìû ðàçëè÷àåì ñëó÷àè n ≥ 1 è n = 0.
1) Ïóñòü n ≥ 1.
à) Ñíà÷àëà ïðîèíòåãðèðóåì â (7.33) ïî u â ñôåðè÷åñêîì ñëîå

O := {u : |τ | =
∣∣t− 1

2 |u|
2
∣∣ ≤ 1

2 t} .

Îí ïóñò, åñëè t < 0, à ïðè t ≥ 0 O = {u : t ≤ |u|2 ≤ 3t} . Â ñèëó (7.34) è
ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (7.35), ïðè t ≥ 0 ÷àñòü èíòåãðàëà â (7.33) ñ u ∈ O
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

K := Ck∥f∥k,M
∫
O

∫
|x|≥1/2

|x|−k−1

∫
x⊥

(
|t|+ |x|2 + |ȳ|2

)−M/2
dȳdxdu .

Òàê êàê
∫
O 1 du ≤ Ctn/2, òî, ïîëàãàÿ r = |x|, |t| + r2 = T 2 è R = |ȳ|/T ,

íàõîäèì, ÷òî

K≲k∥f∥k,M tn/2
∫ ∞

1/2
rd1−2−k T d1−1−M

∫ ∞

0
Rd1−2

(
1 +R2

)−M/2
dRdr .

Èíòåãðàë ïî dR îãðàíè÷åí òàê êàê M > d1, òàê ÷òî

K≲k,M∥f∥k,M tn/2
∫ ∞

1/2
rd1−2−k

(
|t|+ r2

)(d1−1−M)/2
dr .

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé t ≥ 1, ïîëîæèì r =
√
t l.

Òîãäà

K≲kM∥f∥k,M t
n+1+d1−2−k+d1−1−M

2

∫ ∞

t−1/2/2
ld1−2−k(1 + l2)

d1−1−M
2 dl .

Ïîñêîëüêó M > 2d1, òî èíòåãðàë ïî l ñõîäèòñÿ è ìû ïîëó÷àåì

K≲k,M∥f∥k,M |t|−(M+2−d+k)/2|t|max(0,k+1−d1)/2Y (t) ,

ãäå Y = ln t åñëè k = d1 − 1 è Y = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà â ñëó÷àå
Y = 1 êîìïîíåíòà (7.33), ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðèðîâàíèþ ïî u ∈ O,
îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

C(k,M, d)∥f∥k,M |t|−κ , κ =
M + 2− d

2
, (7.36)
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äëÿ âñåõ |t| ≥ 1, òàê êàê max(0, k + 1 − d1) ≤ k. Ïðè Y = ln t òàêàÿ æå
îöåíêà âåðíà è â ñëó÷àå d1 ≥ 2, ïîñêîëüêómax(0, k+1−d1) < k. Â ñëó÷àå
êîãäà d1 = 1 è Y = ln t (ò.å. k = 0) ìû ïîëó÷àåì (7.36) ñ κ çàìåíåííûì
ëþáûì κ′ < κ (è ñ êîíñòàíòîé C, çàâèñÿùåé îò κ′).

á) Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî u ∈ Oc = Rn\O. Òàì |τ | = |t −
1
2 |u|

2| ≥ 1
2 |t|. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâàì (7.34) è (7.35), |Φk(z̄)|≲k⟨(u, ȳ)⟩−M

è |Φk(z̄)|≲k(|t||x|−1+|x|)−M . ÏóñòüM = M1+M2 äëÿ íåêîòîðûõMj ≥ 0.
Òîãäà ÷àñòü èíòåãðàëà (7.33), îòâå÷àþùàÿ u ∈ Oc, îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé

C∥f∥k,M
∫
|x|≥1/2

|x|−1−k
(
t|x|−1 + |x|

)−M1
(∫

Rn

∫
x⊥

⟨(u, ȳ)⟩−M2 dȳdu
)
dx.

Âûáèðàÿ M2 = n + d1 − 1 + γ ñ 0 < γ < 1 (òîãäà M1,M2 > 0 òàê êàê
M > d) ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàë ïî du dȳ îãðàíè÷åí C(γ) äëÿ ëþáîãî γ.
Ïîñêîëüêó ïî íåðàâåíñòâó Þíãà 6

(A+B)−1 ≤ CaA
−aBa−1 , 0 < a < 1 ,

äëÿ ëþáûõ A,B > 0, òî
(
t|x|−1 + |x|

)−M1 ≤ Ca|x|(2a−1)M1 |t|−aM1 äëÿ
0 < a < 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûé âûøå èíòåãðàë îãðàíè÷åí âåëè-
÷èíîé

C(γ)∥f∥k,M |t|−aM1

∫
|x|≥1/2

|x|−1−k+bM1 dx , b = 2a− 1 ∈ (−1, 1) .

Îáîçíà÷èì b∗ = 1+k−d1
M1

. Òîãäà äëÿ b = b∗ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äëÿ |x|
â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå ðàâåí −d1 è b∗ > −1, åñëè γ äîñòàòî÷íî
ìàëî, òàê êàê M > d. Çàìå÷àÿ, ÷òî

a(b∗)M1 =
b∗ + 1

2
M1 =

M + 2 + k − d− γ

2
= κ+

k

2
− γ

2

(κ îïðåäåëåíî â (7.36)), ìû âèäèì, ÷òî ÷àñòü èíòåãðàëà (7.33), ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ u ∈ Oc,

îãðàíè÷åíà (7.36), åñëè k ≥ 1, à ïðè k = 0 îãðàíè÷åíà

(7.36) ñ çàìåíîé κ ëþáîé κ′ < κ.
(7.37)

2) Òåïåðü ïóñòü n = 0. Òîãäà∣∣∣∂kI11(t)
∣∣∣ ≤ ∫

|x|≥1/2
|x|−1−k

∫
x⊥

Φk(z̄) dȳdx , z̄ = (x, ȳ) , (7.38)

6Äåéñòâèòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó Þíãà ïðè p = 1/a, q = 1/(1 − a) èìååì ÷òî
AaB(1−a) ≤ aA+ (1− a)B ≤ Ca(A+B). Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
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ãäå |Φk(z̄)|≲k⟨ẑ⟩−M ñ ẑ = (x, ȳ + tx|x|−2). Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ øàã 1b) ñ
n = 0, ìû ïîëó÷àåì ýòî äëÿ |t| ≥ 1 èíòåãðàë â (7.38) òàêæå ìîæåò áûòü
îöåíåí âåëè÷èíîé (7.36). Íàïîìíèì, ÷òî ïðè |t| ≤ 1 ïðîèçâîäíàÿ ∂kI11(t)
îöåíåíà â (7.32).

7.3.3 Èíòåãðàë I10(t).

Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì âòîðóþ äåçèíòåãðàöèþ â (7.13) âìåñòî ïåðâîé.
Òàê êàê â âèäó (7.16) íà íîñèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè |y| ≥ 1/

√
2,

òî ïîâòîðÿÿ èñïîëüçîâàííîå âûøå ðàññóæäåíèå è ïðè ýòîì ìåíÿÿ ìåñòà-
ìè x è y ìû ïîëó÷àåì, ÷òî I10(t) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå îöåíêàì, ÷òî è
I11(t).

7.3.4 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1

Íàêîíåö,
� ñî÷åòàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.24), (7.28), (7.31) è (7.32) ìû îöåíèâàåì ∂kI(t)
ïðè 0 < |t| ≤ 4,

â òî âðåìÿ êàê
� ñî÷åòàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.29), (7.36), (7.37) è èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî
∂kI00>(t) è ∂kI00(t) çàíóëÿþòñÿ ïðè |t| ≥ 4 åñëè n = 0, ìû îöåíèâàåì
∂kI(t) äëÿ t ≥ 4.

Ïî ïðè÷èíå, îáúÿñíåííîé â êîíöå ðàçäåëà 7.3.1, çàäåéñòâîâàííûå
ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Ýòî äîêàçûâàåò òåî-
ðåìó.

7.4 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðèê

Â ýòîì ïóíêòå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç C0 ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Â Rd = {z} ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè 7 F (z) = 1

2Az ·z ñèãíàòóðû (n0, n+, n−) òàêîé, ÷òî n0 =
0, n+ ≥ n− =: d1 ≥ 1. Îáîçíà÷èì n = n+ − n−.

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ äèàãîíàëüíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó äëÿ ñèì-
ìåòðè÷íîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ìû ñòðîèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L : Rd → Rd, z 7→ Z = (u, x, y), u ∈ Rn, x, y ∈ Rd1 ,

7ðàçäåëû 7.4 -7.5 � ýòî åäèíñòâåííàÿ ÷àñòü íàøåé ðàáîòû, ãäå êâàäðàòè÷íûå ôîð-
ìû ìîãóò èìåòü íåðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
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òàêîå, ÷òî Q(L(z)) = F (z), ãäå Q(Z) = 1
2 |u|

2 + x · y. Ðàññìîòðèì ñîîòâåò-

ñòâóþùèå êâàäðèêè ΣQ
t = {Z : Q(Z) = t}, ΣF

t = {z : F (z) = t}, è δ-ìåðû

µQ
t , µ

F
t íà íèõ (íàïðèìåð, ñì. [14, ðàçäåë II.7]):

⟨µQ
t , f

Q⟩ = lim
ε→0

1

2ε

∫
t−ε≤Q(Z)≤t+ε

fQ(Z) dZ, (7.39)

⟨µF
t , f

F ⟩ = lim
ε→0

1

2ε

∫
t−ε≤F (z)≤t+ε

fF (z) dz,

ãäå fQ, fF ∈ C0(Rd), è ⟨µ, f⟩ îçíà÷àåò èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî ìåðå µ.
Òîãäà µQ

t è µF
t � ýòî áîðåëåâñêèå ìåðû â Rd ñ íîñèòåëÿìè, ñîîòâåòñòâåí-

íî, â ΣQ
t è ΣF

t , è äëÿ ôóíêöèé fQ ∈ C0

(
ΣQ
t \ {0}

)
è fF ∈ C0

(
ΣF
t \ {0}

)
ìû èìååì

⟨µQ
t , f

Q⟩ =
∫
ΣQ

t

fQ(Z)

|∇Q(Z)|
dZ |

ΣQ
t
, ⟨µF

t , f
F ⟩ =

∫
ΣF

t

fF (z)

|∇F (z)|
dz |ΣF

t
.

Çäåñü dZ |
Σ

Q(orF )
t

� ýëåìåíò îáúåìà íà Σ
Q(orF )
t \ {0}, èíäóöèðîâàííûé èç

Rd, ñì. [14]. Ïóñòü òåïåðü fF = fQ ◦ L. Òîãäà èíòåãðàë â (7.39) ðàâåí∫
t−ε≤Q(Z)≤t+ε

fQ(Z) dZ = |det(L)|
∫
t−ε≤F (z)≤t+ε

fF (z) dz,

ïîýòîìó ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

L ◦
(
| det(L)|µF

t

)
= µQ

t . (7.40)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

t 7→ IF (t; f) = ⟨µF
t , f⟩, µF

t = |∇F (z)|−1dz |ΣF
t
, (7.41)

ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â Rd, òàê
êàê ìåíÿÿ êîîðäèíàòû ìû ëèøü èçìåíÿåì ôóíêöèþ IF óìíîæåíèåì íà
ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

7.5 Çíàêîîïðåäåëåííûå ôîðìû

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n0 = 0 è min(n+, n−) = 0, ò.å. êîãäà
ôîðìà F (z) = 1

2Az · z ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé è íåâûðîæäåííîé.
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî n− = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L òàêîå, ÷òî F (z) = Q(L(z)), ãäå Q(Z) = 1

2 |Z|2,
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Z ∈ Rd. Òåïåðü êâàäðèêà Σt ñâîäèòñÿ ê ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïðè t < 0,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ IF (t) (ñì. (7.41)) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t < 0. Âû-
÷èñëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà îñòàþòñÿ âåðíûìè è â ýòîì ñëó÷àå,
ïîýòîìó (7.40) è çàìåíà êîîðäèíàò Z =

√
2t Z ′ ïîêàçûâàþò, ÷òî

IF (t; f) = C(d, L)t−1

∫
|Z|=

√
2t
fQ(Z)µSd−1√

2t

(dZ)

= C(d, L)td/2−1

∫
|Z′|=1

fQ(
√
2tZ ′)µSd−1

1
(dZ ′), t > 0, fQ = f ◦ L−1 ,

ãäå µSd−1
r

� ýëåìåíò îáúåìà íà (d− 1)-ñôåðå ðàäèóñà r. Èç ýòîãî ñîîòíî-
øåíèÿ ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî äëÿ ëþáîãî k ≤ min(d/2− 1, k∗),∣∣∣∂kIF (t)

∣∣∣ ≲k ∥f∥k,0 åñëè 0 ≤ t ≤ 1,

è ∣∣∣∂kIF (t)
∣∣∣ ≲k,M ∥f∥k,M t−(M+2+k−d)/2 åñëè t ≥ 1.

7.6 Îáùèé ðåçóëüòàò

Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè:

Òåîðåìà 7.3. Ðàññìîòðèì ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîð-

ìó F (z) = 1
2Az · z íà Rd, d ≥ 3 è ôóíêöèþ f ∈ Ck∗,M (Rd), M > d. Òîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë IF (t; f) = ⟨µF
t , f⟩ (ñì. (7.41)) óäîâëåòâî-

ðÿåò óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû 7.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Åñëè n+ ≥ n−, òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ
ìîæíî ïðèâåñòè F ê íîðìàëüíîé ôîðìå (7.1), ãäå d1 ≥ 0. Òåïåðü óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé â ïîäðàçäåëàõ 7.4, 7.5. è òåîðåìû 7.1.

ii) Åñëè n− > n+, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà −F ÿâëÿåòñÿ òàêîé, êàê â
i), è óòâåðæäåíèå ñíîâà ñëåäóåò, òàê êàê î÷åâèäíûì îáðàçîì I−F (t; f) =
IF (−t; f).

A ×ëåí J0: ñëó÷àé d = 4

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷ëåíà J0 èç
(1.19) â ñëó÷àå, êîãäà

d = 4 è m = 0. (A.1)

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå (A.1).
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A.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû è îïðåäåëåíèÿ

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ëåììû 30 è 31 èç [11], îãðàíè÷åííûå íà ñëó÷àé m = 0
è d = 4, ôîðìóëèðîâêó êîòîðûõ ìû ïðèâîäèì íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Íàïîìíèì, ÷òî êîíñòàíòû σ∗

c(A) îïðåäåëåíû â (1.10), à σ∗(A) = σ∗
0(A).

Ïîëîæèì α := 7/2 è íàïîìíèì (A.1).

Ëåììà A.1 (ëåììà 30 èç [11]). Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è X ∈ N,∑
q≤X

Sq(c;A, 0) = η(c)σ∗
c(A)

∑
q≤X

qd−1 +Oε(X
α+ε(1 + |c|)) , (A.2)

ãäå η(c) = 1, åñëè c ·A−1c = 0 è îäíîâðåìåííî detA ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

öåëîãî ÷èñëà, è η(c) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êðîìå òîãî, |σ∗
c(A)| ≲ε

1 + |c|ε, åñëè η(c) ̸= 0.

Ëåììà A.2 (ëåììà 31 èç [11]). Åñëè îïðåäåëèòåëü detA ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòîì öåëîãî ÷èñëà, òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è X ∈ N,∑
q≤X

q−dSq(0;A, 0) = σ∗(A) logX + ĈA +Oε(X
α+ε−d) ,

ãäå ĈA � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò A. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

êîãäà detA íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, äëÿ ëþáûõ ε > 0 è

X ∈ N èìååì∑
q≤X

q−dSq(0;A, 0) = L(1, χ)
∏
p

(1− χ(p)p−1)σp(A, 0) +Oε(X
−1/2+ε) ,

ãäå χ � ñèìâîë ßêîáè (det(A)
∗ ), à L(1, χ) � L-ôóíêöèÿ Äèðèõëå.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Äëÿ r ∈ R>0 îïðå-
äåëèì

I∗(r) := ĨrL(0) =

∫
Rd

w(z)h
(
r, F 0(z)

)
dz . (A.3)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ K(ρ;w,A), ρ ∈ R>0, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

K(ρ) := η(0)σ∗(A)

(
σ∞(w;A, 0) log ρ+

∫ ∞

ρ
r−1I∗(r) dr

)
+σ∞(w;A, 0)ĈA ,

(A.4)
ãäå ïîñòîÿííàÿ η(0) îïðåäåëåíà â ëåììå A.1, à ĈA � â ëåììå A.2. Çàìå-
òèì, ÷òî ôóíêöèè I∗(r) è K(ρ) íå çàâèñÿò îò L.
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ K(ρ), ρ > 0, ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè
â òî÷êó ρ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ 0 < ρ1 < ρ2 ≤ 1

K(ρ2)−K(ρ1) = η(0)σ∗(A)

(
σ∞(w;A, 0) log(ρ2/ρ1)−

∫ ρ2

ρ1

r−1I∗(r) dr

)
.

(A.5)
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî I∗(r) = L−dIrL(0) (ñì. (3.8)), çàïèøåì ÷ëåí I∗(r) èç
(A.5) â ôîðìå, íàéäåííîé â ïðåäëîæåíèè 3.8 b). Òîãäà I∗(r) ïðèíèìàåò
âèä ïðàâîé ÷àñòè (3.11), ðàçäåëåííîé íà Ld, ãäå q = rL. Âåäóùèé ÷ëåí
ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ I∗(r) ðàâåí σ∞(w;A, 0), òàê ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé èíòåãðàë

∫ ρ2
ρ1

r−1σ∞ dr â (A.5) ñîêðàùàåò ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ

â (A.5). Òîãäà, ïîëàãàÿ M = d/2 − 1, β = rγ̄ , γ̄ = γ/d è 0 < γ < 1 â
óïîìÿíóòîé ôîðìóëå äëÿ I∗(r), ïîëó÷åííîé èç (3.11), ìû íàõîäèì

|K(ρ2)−K(ρ1)| ≲N∥w∥d/2−1,d+1

∫ ρ2

ρ1

(
r(1−γ̄)d/2−2⟨log r⟩+ rN−2 + rγ̄N−2

)
dr

≲γ ρ
d/2−1−γ
2 ∥w∥d/2−1,d+1 .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N =
N(γ) è ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ rd/2(1−γ̄)−2⟨log r⟩ ≲γ rd/2(1−γ̄)−2−γ/2 =
rd/2−2−γ . Òàêèì îáðàçîì, K(ρ) ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó ρ = 0 ïî íåïðå-
ðûâíîñòè è

|K(ρ)−K(0)| ≲γ ρd/2−1−γ∥w∥d/2−1,d+1 . (A.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ K ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâîé â íóëå ñ ïîêàçà-
òåëåì (d/2− 1− γ), äëÿ ëþáîé γ > 0.

A.2 Îöåíêà ÷ëåíà J0

Ìàòåðèàë äàííîãî ïàðàãðàôà ñâÿçàí ñ ðàçäåëîì 13 â [11]. Ìû îãðàíè-
÷èâàåìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà îïðåäåëèòåëü detA ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, òàê ÷òî, â ÷àñòíîñòè, η(0) = 1. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå èñïîëüçóåò-
ñÿ òîëüêî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû A.5, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà A.2.
Ñëó÷àé îïðåäåëèòåëÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòîì, ïðîùå è ïîëó÷àåòñÿ
àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïóíêòà ëåììû A.2.

Ïðåäëîæåíèå A.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü detA ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1/5

J0 =σ∞(w;A, 0)σ∗(A)Ld logL+K(0;w,A)Ld

+Oε(L
d−ε
(
∥w∥d/2−1,d−1 + ∥w∥0,d+1

)
).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷ëåí J0 â ôîðìå (1.21), J0 = J+
0 +J−

0 , ãäå

J+
0 :=

∑
q>ρL

q−dSq(0)Iq(0) è J−
0 :=

∑
q≤ρL

q−dSq(0)Iq(0) ,

à ρ ≤ 1. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ íèæå ëåìì A.4
è A.5. Íàïîìíèì, ÷òî α = 7/2.

Ëåììà A.4. Ïóñòü w ∈ L1(Rd). Òîãäà äëÿ ëþáûõ γ > 0, ρ ≤ 1 è L,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ ρL > 1,∣∣∣∣J+

0 − Ldη(0)σ∗(A)

∫ ∞

ρ
r−1I∗(r) dr

∣∣∣∣ ≲γ (ρα+γ−d−1Lα+γ + ρ−2Ld−1)|w|L1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå äëÿ ïðîñòîòû ìû îáîçíà-
÷àåì Iq := Iq(0) è Sq := Sq(0). Íàïîìíèì ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (fq) è (gq):∑

m<q≤n

fq(gq − gq−1) = fngn − fm+1gm −
∑

m<q<n

(fq+1 − fq)gq.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå R ∈ N è çàïèøåì ýòó ôîðìóëó ñ m = R, n = 2R,
fq = q−dIq è gq =

∑
R<q′≤q Sq′ , òàê ÷òî gR = 0 è Sq = gq−gq−1 ïðè q > R.

Ïîëó÷èì ∑
R<q≤2R

q−dSqIq =(2R)−dI2R
∑

R<q≤2R

Sq

−
∑

R<q<2R

∂̃q(q
−dIq)

∑
R<q′≤q

Sq′ ,
(A.7)

ãäå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (aq) ìû îáîçíà÷èëè ∂̃qaq := aq+1 − aq. Ñî-
ãëàñíî (3.8)�(3.9),

Iq = Ld

∫
Rd

w(z)h(q/L, F 0(z)) dz .

Òîãäà

|Iq| ≲
Ld+1

q
|w|L1 è |∂qIq| ≲

Ld+1

q2
|w|L1 , (A.8)

ãäå ïåðâàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 3.3, à âòîðàÿ � èç ëåììû 3.2
ñ m = 1, n = N = 0. Òàêèì îáðàçîì, |∂̃q(q−dIq)| ≲ Ld+1q−d−2|w|L1 . Ñî-
ãëàñíî (A.2), ãäå ε çàìåíåíî íà γ, äëÿ R′ ≤ 2R èìååì∑

R<q≤R′

Sq = η(0)σ∗(A)
∑

R<q≤R′

qd−1 +Oγ(R
α+γ) , (A.9)
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ãäå ìû íàïîìèíàåì, ÷òî σ∗
0(A) = σ∗(A). Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü òîæ-

äåñòâà (A.7) êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë G
(
(Sq)

)
íà ïðîñòðàíñòâå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé (Sq). Òîãäà, âñòàâëÿÿ ôîðìóëó (A.9) â ïðàâóþ ÷àñòü
(A.7), ìû èìååì∑

R<q≤2R

q−dSqIq = η(0)σ∗(A)G
(
(qd−1)

)
+Oγ

(
Ld+1|w|L1

(
R−d−1+α+γ +

∑
R<q≤2R

q−d−2+α+γ
))

,
(A.10)

ãäå ÷ëåí Oγ ïîëó÷àåòñÿ èç (A.8) è îöåíêè äëÿ ∂̃q(q
−dIq) âûøå çàìåíîé

ñóììû
∑

Sq,
∑

Sq′ â ïðàâîé ÷àñòè (A.7) íà Oγ(R
α+γ). Ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (A.7) ñ Sq, çàìåíåííûì íà qd−1, èìååì∑
R<q≤2R q−dqd−1Iq = G

(
(qd−1)

)
. Òîãäà, ñîãëàñíî (A.10),∑

R<q≤2R

q−dSqIq = η(0)σ∗(A)
∑

R<q≤2R

q−1Iq +Oγ

(
Ld+1R−d−1+α+γ |w|L1

)
.

Îáîçíà÷àÿ Rl = ⌊2lρL⌋, ìû ïîëó÷àåì

J+
0 =

∞∑
l=0

∑
Rl<q≤Rl+1

q−dIqSq

=η(0)σ∗(A)
∑
q>ρL

q−1Iq +Oγ

(
ρα+γ−d−1Lα+γ |w|L1

∞∑
l=0

2−l(d+1−α−γ)

)

=η(0)σ∗(A)
∑
q>ρL

q−1Iq +Oγ

(
ρα+γ−d−1Lα+γ |w|L1

)
.

Îñòàåòñÿ ñðàâíèòü ñóììóA :=
∑

q>ρL q−1Iq ñ èíòåãðàëîìB := Ld
∫∞
ρ r−1I∗(r) dr.

Òàê êàê LdI∗(r) = IrL, òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ r íà
q = rL èíòåãðàë B ïðèíèìàåò âèä

∫∞
ρL q−1Iq dq. Òîãäà

|A−B| ≤
∣∣∣ ∑
q>ρL

q−1Iq −
∫ ∞

⌊ρL⌋+1
q−1Iq dq

∣∣∣+ ∣∣∣ ∫ ⌊ρL⌋+1

ρL
q−1Iq dq

∣∣∣. (A.11)

Ââèäó (A.8), |q−1Iq| ≲ q−2Ld+1|w|L1 è |∂q(q−1Iq)| ≲ q−3Ld+1|w|L1 . Òàêèì
îáðàçîì, îáà ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè (A.11) îãðàíè÷åíû âûðàæåíèåì
(ρL)−2Ld+1|w|L1 = ρ−2Ld−1|w|L1 .

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ĈA ââåäåíà â ôîðìóëèðîâêå ëåììå A.2.
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Ëåììà A.5. Ïóñòü îïðåäåëèòåëü detA ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî

÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ γ > 0, N > 1, ρ ≤ 1 è L, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñîîòíîøåíèþ ρL > 1,

J−
0 =Ldσ∞(w;A, 0)

(
σ∗(A) log(ρL) + ĈA

)
+Oγ,N

((
ρα+γ−dLα+γ

+ Ld
(
ρ logL+ ρN−1 + L1−d

))
∥w∥d/2−1,d+1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî èç ïðåäëîæåíèÿ 3.8 b) ñ M =
d/2− 1 = 1 è β = 1 â îïðåäåëåíèå ÷ëåíà J−

0 , íàõîäèì J−
0 = IA + IB, ãäå

IA := Ldσ∞(w)
∑
q≤ρL

q−dSq(0), IB :=
∑
q≤ρL

Sq(0)q
−d(fq + gq) ,

à

|fq| ≲ qLd−1
〈
log(

q

L
)
〉
∥w∥d/2−1,d+1 ,

|gq| ≲N

(
qNLd−N + 1

)
Lq−1∥w∥0,d+1.

Ñîãëàñíî ëåììå A.2,∑
q≤ρL

q−dSq(0) = σ∗(A) log(ρL) + ĈA +Oγ((ρL)
α+γ−d).

Òîãäà,

IA = Ldσ∞(w)
(
σ∗(A) log(ρL) + ĈA

)
+Oγ(σ∞(w)Lα+γρα+γ−d) ,

ïðè ýòîì

|σ∞(w)| = |σ∞(w;A, 0)| = |I(0)| ≤ ∥I∥0,0 ≲A ∥∥0,+1 (A.12)

ââèäó (3.13). Êàñàòåëüíî ÷ëåíà IB, ëåììà 2.1 âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì d = 4
âëåêóò, ÷òî

|IB| ≲
∑
q≤ρL

q−1(|fq|+ |gq|) ≲N Ld
(
ρ logL+ ρN−1 + L1−d

)
∥w∥d/2−1,d+1 ,

äëÿ N ≥ 2. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê íà IA
è IB.
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Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ A.3. Âåäóùèé ÷ëåí â J0 äà-
åòñÿ ñóììîé âåäóùèõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëàõ äëÿ J+

0 è J−
0 èç ëåìì A.4 è

A.5. Ïîñêîëüêó η(0) = 1, ýòà ñóììà ïðèíèìàåò âèä

Ldσ∗(A)
(∫ ∞

ρ
r−1I∗(r) dr + σ∞(w) log(ρL)

)
+ Ldσ∞(w)ĈA

= σ∞(w)σ∗(A)Ld logL+K(0)Ld +Oγ

(
Ldρd/2−1−γ∥w∥d/2−1,d+1

)
,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè (A.4) è (A.6). Òàêèì îáðà-
çîì,

J0 =σ∞(w)σ∗(A)Ld logL+K(0)Ld +Oγ,N

((
ρα+γ−d−1Lα+γ + ρ−2Ld−1

+ Ld(ρd/2−1−γ + ρ logL+ ρN−1 + L1−d)
)
∥w∥d/2−1,d+1

)
,

òàê êàê |w|L1 ≲ ∥w∥0,d+1. Âûáèðàÿ ρ = L−1/5, N = 2 è èñïîëüçóÿ ðàâåí-
ñòâî d = 4, ïîëó÷àåì æåëàåìîå óòâåðæäåíèå.

A.3 Îöåíêà ÷ëåíà σ1(w;A,L)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàõîäèì äëÿ ÷ëåíà σ1 èç àñèìïòîòèêè â òåîðåìå 1.4
âåðõíþþ îöåíêó âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Â ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëèòåëü detA íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, σ1 äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.14), è òðåáóåìàÿ îöåíêà ïðîñòà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå A.2 ïðîèçâåäåíèå

∏
p(1−χ(p)p−1)σp(A, 0) êîíå÷íî

(è íå çàâèñèò îò L). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (A.12), |σ∞(w;A, 0)| ≲
∥w∥0,d+1. Òàêèì îáðàçîì,

|σ1(w;A,L)| ≲ ∥w∥0,d+1.

Â ñëó÷àå, êîãäà detA ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà, σ1 çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé (1.24), è òðåáóåìàÿ îöåíêà ìåíåå òðèâèàëüíà.

Ïðåäëîæåíèå A.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî detA � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

Òîãäà

|σ1(w;A,L)| ≲ ∥w∥Ñ,Ñ+3d+4, ãäå Ñ := d2(d+ 3)− 2d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó η(c) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.24) ÷ëåíà σ1 èìååì

|σ1(w)| ≤ |K(0)|+
∑

c ̸=0: η(c)=1

|σ∗
c(A)σ

c
∞(w)|. (A.13)
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Ñïåðâà îöåíèì ÷ëåí K(0). Ñîãëàñíî (A.6),

|K(1)−K(0)| ≲ ∥w∥d/2−1,d+1. (A.14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå σ∗(A) íå çàâèñèò îò L è, â ñèëó ëåì-
ìû A.2, îãðàíè÷åíî. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (A.4) ôóíêöèè K(ρ),

|K(1)| ≲
∫ ∞

1
r−1|I∗(r)| dr + |σ∞(w;A, 0)ĈA|.

Ââèäó îïðåäåëåíèÿ (A.3) èíòåãðàëà I∗(r) è ñëåäñòâèÿ 3.3, |I∗(r)| ≲ r−1|w|L1 ≲
r−1∥w∥0,d+1. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (A.12), |K(1)| ≲ ∥w∥0,d+1, òàê ÷òî â ñèëó
(A.14),

|K(0)| ≲ ∥w∥d/2−1,d+1. (A.15)

Òåïåðü îöåíèì ÷ëåíû σc
∞(w), îïðåäåëåííûå â (1.23):

σc
∞(w) = L−d

∞∑
q=1

q−1Iq(c;A, 0, L) = Y1(c) + Y2(c),

ãäå Y1 = L−d
∑L|c|−M

q=1 q−1Iq(c), Y2 = L−d
∑

q>L|c|−M q−1Iq(c), à M ∈ N
áóäåò âûáðàíî ïîçæå. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî d = 4, ñîãëàñíî ëåììå 6.2
èìååì

|Y1(c)| ≲γ L−1+γ |c|−1+γC(w)

L|c|−M∑
q=1

q−γ ≲ |c|−(1−γ)(M+1)C(w),

ãäå C(w) := ∥w∥N̄,d+5 + ∥w∥0,N̄+3d+4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ïðåä-

ëîæåíèþ 5.1, |Iq(c)| ≲N Ld+1q−1|c|−N∥w∥N,2N+d+1 äëÿ êàæäîãî N ∈ N.
Òîãäà

|Y2(c)| ≲N L|c|−N∥w∥N,2N+d+1

∑
q>L|c|−M

q−2 ≲ |c|−N+M∥w∥N,2N+d+1.

Òàêèì îáðàçîì,

|σc
∞(w)| ≲γ,N

(
|c|−(1−γ)(M+1) + |c|−N+M

)(
∥w∥N̄,N̄+3d+4 + ∥w∥N,2N+d+1

)
.

Ñîãëàñíî ëåììå A.1, |σ∗
c(A)| ≲γ 1 + |c|γ ïðè η(c) = 1. Ïîýòîìó∑

c ̸=0: η(c)=1

|σ∗
c(A)σc

∞(w)| ≲γ,N ∥w∥N̄,N̄+3d+4 + ∥w∥N,2N+d+1,

åñëè M è N − M äîñòàòî÷íî âåëèêè, à γ äîñòàòî÷íî ìàëà. Âûáèðàÿ
M = d, N = 2d+ 1 è γ = 1/(d+ 3), ïîëó÷àåì N̄ = d2(d+ 3)− 2d. Âìåñòå
ñ (A.13) è (A.15) ýòî âëå÷åò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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B Êîíñòàíòû σ(A, 0) è σ∗(A)

ßñíî, ÷òî íàø ðåçóëüòàò äàåò ïðèáëèæåíèå ê ðÿäó NL(w;A,m) ÷åðåç
ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë σ∞(w), òîëüêî åñëè ñèíãóëÿðíûé ðÿä σ(A,m)
(èëè σ∗(A)) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Â äåéñòâèòåëüíîñòè èçâåñòíî, ÷òî ñèí-
ãóëÿðíûé ðÿä ñòðîãî ïîëîæèòåëåí ïðè î÷åíü îáùèõ óñëîâèÿõ, à èìåííî,
äëÿ íåîñîáûõ ôîðì ëþáîé ñòåïåíè, èìåþùèõ íåîñîáûå ðåøåíèÿ â R è â
êàæäîì p-àäè÷åñêîì ïîëå (ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ),
ñì. íàïðèìåð, ðàçäåë 7 â [1]. Îäíàêî, ïîñêîëüêó íàèáîëåå èíòåðåñíûé
ñëó÷àé â ïðèëîæåíèè ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå � ýòî ñëó÷àé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû (B.1) Fd(x, y) íèæå, ìû äàåì â ýòîì ïðèëîæåíèè B ïðÿ-
ìîé ýëåìåíòàðíûé âûâîä îöåíêè êîíñòàíò σ(A, 0) ïðè d ≥ 5 è σ∗(A) ïðè
d = 4, íåçàâèñèìî îò îáùåé òåîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû

F (x, y) = Σ
d/2
i=1xiyi =: Fd(x, y), ãäå d = 2s ≥ 4 (B.1)

è x = (x1, . . . , xs), y = (y1, . . . , ys). Íàøà öåëü � âû÷èñëèòü êîíñòàíòû
σ(A, 0) ïðè d ≥ 5 è σ∗(A) ïðè d = 4. Íèæå ìû èñïîëüçóåì îáû÷íóþ
çàïèñü äëÿ äåëèìîñòè (èëè íå äåëèìîñòè) íà m öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà
s (íàïðèìåð, 2|(8, 6) è 2 ∤ (8, 7)).

Ââèäó îïðåäåëåíèé (1.10)�(1.11) íàøà ïåðâàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âû÷èñëèòü êîíñòàíòû σp(A, 0). Äëÿ ïðîñòûõ p è k ∈ N ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

Sp(k) = {(x, y) mod pk : Fd(x, y) = 0 mod pk}

è îáîçíà÷èì Np(k) := ♯Sp(k). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Sp(k) è êîíñòàíòà
Np(k) çàâèñÿò îò d. Êîíñòàíòû σp ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

σp(d) := σp(A, 0) = lim
k→∞

Np(k)

p(d−1)k
. (B.2)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèòñÿ â [11], p. 199, áåç äîêàçàòåëüñòâà; ìû äàåì
åãî ýëåìåíòàðíûé âûâîä â êîíöå ýòîãî ïðèëîæåíèÿ.

Ïóñòü Np(d) := Np(1) � êîëè÷åñòâî Fp�ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè {Fd = 0 mod p}.

Ëåììà B.1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p,

σp(d) =
Np(d)− 1

pd−1 − p1−d
. (B.3)

52



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ j = 0, 1, . . . , k îïðåäåëèì Sp(k, j) êàê ìíîæå-
ñòâî ïàð (x, y) ∈ Sp(k) òàêèõ, ÷òî

(x, y) = pj(x′, y′) mod pk, ãäå p ∤ (x′, y′).

Òàê, Sp(k, 0) = {(x, y) ∈ Sp(k) : p ∤ (x, y)} è Sp(k, k) = {(0, 0)}.Ìíîæåñòâà
Sp(k, j) è Sp(k, j

′) ñ j ̸= j′ íå ïåðåñåêàþòñÿ; îáîçíà÷àÿNp(k, j) = ♯Sp(k, j),
èìååì

Sp(k) =
⋃k

j=0
Sp(k, j), Np(k) =

∑k

j=0
Np(k, j) .

Â ÷àñòíîñòè, Np(1, 0) = Np − 1, òàê êàê Np(1, 1) = 1. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî

Np(k, 0) = Np(k − 1, 0)p(d−1),

è ïîýòîìó

Np(k, 0) = Np(1, 0)p
(d−1)(k−1) = (Np − 1) p(d−1)(k−1). (B.4)

Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî k. Ïóñòü k = 2 è (x, y) ∈ Sp(2, 0). Âûðàçèì
(x, y) â âèäå (x0 + pa, y0 + pb) ñ (x0, y0), (a, b) ∈ Fd

p. Òîãäà p ∤ (x0, y0),
ïîýòîìó (x0, y0) ∈ Sp(1, 0).

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ëþáûå (x0, y0) ∈ Sp(1, 0) è íàéäåì (a, b) ∈ Fd
p

òàêèå, ÷òî (x0 + pa, y0 + pb) ∈ Sp(2, 0). Ïîñêîëüêó p2F (a, b) = 0 mod p2 è
p ∤ (x0, y0), òî èç ñîîòíîøåíèÿ F (x, y) = 0 mod p2 ñëåäóåò íåòðèâèàëüíîå
ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà (a, b) ∈ Fd

p. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé (x0, y0) ∈
Sp(1, 0) ïîðîæäàåò ðîâíî pd−1 âåêòîðîâ (x, y) ∈ Sp(2, 0), ÷òî äîêàçûâàåò
ôîðìóëó äëÿ k = 2. Ýòîò àðãóìåíò îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ ëþáûõ k ≥ 2, åñëè
ìû ïðåäñòàâèì (x, y)mod pk â âèäå (x0 + pk−1a, y0 + pk−1b) ñ (x0, y0) ∈
Fd
pk−1 è (a, b) ∈ Fd

p.

Ïóñòü òåïåðü (x, y) ∈ Sp(k, j) ñ j ≥ 1. Òîãäà (x, y) = pj(x′, y′) mod pk,
ãäå p ∤ (x′, y′) è (x′, y′) óäîâëåòâîðÿåò p2jF (x′, y′) = 0 mod pk. Òàêèì
îáðàçîì, (x′, y′) ∈ Sp(k − 2j, 0), åñëè j ≤ k−1

2 , ò.å. j ≤ ⌊k−1
2 ⌋ =: jk. Ïóñòü

òåïåðü (x, y) ∈ Sp(k, j) ñ j ≥ 1. Òîãäà (x, y) = pj(x′, y′) mod pk, ãäå p ∤
(x′, y′) è (x′, y′) óäîâëåòâîðÿåò p2jF (x′, y′) = 0 mod pk. Òàêèì îáðàçîì,
(x′, y′) ∈ Sp(k − 2j, 0), åñëè j ≤ k−1

2 , ò.å. j ≤ ⌈k−1
2 ⌉ := jk.

Ñîîòâåòñòâèå (x, y) 7→ (x′, y′) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì îòîá-
ðàæåíèåì èç Sp(k, j) â Sp(k−2j, 0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x1, y1) ∼ (x, y) â
Sp(k, j), òî p

k−j |
(
(x′1, y

′
1)−(x′, y′)

)
, ïîýòîìó (x′1, y

′
1) ∼ (x′, y′) â Sp(k−2j, 0).

Ïîñêîëüêó ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ñþðúåêòèâíî, òî ïîëó÷àåì áèåê-
öèþ Sp(k, j) íà Sp(k − 2j, 0), èç êîòîðîé ñ ó÷åòîì (B.4) ñëåäóåò

Np(k, j) = Np(k − 2j, 0) = (Np − 1) p(d−1)(k−2j−1).
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Ïî (B.4) ýòà ôîðìóëà âåðíà è ïðè j = 0.
Ëþáàÿ ïàðà (x, y) òàêàÿ, ÷òî pj |(x, y) ñ j ≥ jk + 1, óäîâëåòâîðÿåò

F (x, y) = 0 mod pk. Òàêèì îáðàçîì,

k∑
j=jk+1

Np(k, j) = ♯{(x, y) mod pk : (x, y) = 0 mod pjk+1} = pd(k−jk−1) ≤ pdk/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Np(k) = (Np − 1) p(d−1)(k−1)
jk∑
j=0

p−2j(d−1) +O(pdk/2).

Òîãäà

σp = lim
k→∞

Np(k)

p(d−1)k
= (Np − 1) p1−d

∞∑
j=0

p−2j(d−1) =
p1−d(Np − 1)

1− p2−2d
,

îòêóäà ñëåäóåò (B.3).

Òåïåðü âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ Np(d), èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî d/2 = s.
Ïðè d = 2 èìååì Np(2) = ♯{(x, y) ∈ F2

p : xy = 0 mod p} = 2p− 1. Äàëåå,

Np(d+ 2) = ♯{ðåøåíèÿ ñ xs+1 = 0}+ ♯{ðåøåíèÿ ñ xs+1 ̸= 0}
= pNp(d) + (p− 1)pd.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî d = 2s ≥ 2,

Np(d) = pd−1 + ps − ps−1,

òàê ÷òî

σp(d) =
1 + p1−s − p−s − p1−d

1− p2−2d
=

(1 + p1−s)(1− p−s)

1− p2−2d
.

Òàê êàê ïî ôîðìóëå Ýéëåðà
∏

p(1 − p−l) = 1/ζ(l) äëÿ ëþáîãî l > 1,
òî â ñëó÷àå d = 4 èç (1.11) è íàéäåííîé ôîðìóëû äëÿ σp(d) ïîëó÷àåì,
÷òî

σ(A, 0; d = 4) =
∏
p

σp(4) =
ζ(6)

ζ(2)

∏
p

(
1 + p−1

)
.

Ýòî ïðîèçâåäåíèå íå ñõîäèòñÿ, íî

σ∗(A; d = 4) =
∏
p

(1− p−1)σp(4) =
ζ(6)

ζ(2)2
=

4π2

105
≃ 0.376,
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ñõîäèòñÿ. Äàëåå,

σ(A, 0; d = 6) =
ζ(2)ζ(10)

ζ(3)ζ(4)
≃ 1.265, σ(A, 0; d = 8) =

ζ(3)ζ(14)

ζ(4)ζ(6)
≃ 1.092,

è

1 < σ(A, 0; d) =
ζ(s− 1)ζ(2d− 2)

ζ(s)ζ(d− 2)
=

(1 + 21−s)(1 + 22−4s)

(1 + 2−s)(1 + 22−2s)
+o(1) = 1+o(1)

ñòðåìèòñÿ ê 1, êîãäà d = 2s ≥ 10 ðàñòåò.
Îñòàëîñü äîêàçàòü (B.2). Ïî îïðåäåëåíèþ (1.10), σp =

∑∞
t=0 p

−dtSpt(0),
ãäå

Spt(0) =
∑

amod pt

∗ ∑
bmod pt

ept(aF (b)).

Çàìåòèì, ÷òî p−dtSpt(0) = 1 ïðè t = 0, à äëÿ t = 1 ïîëó÷àåì:

p−dSp(0) = p−d
p−1∑
a=1

∑
bmod p

ep(aF (b))

= p−d
p−1∑
a=1

∑
bmod p, p|F (b)

1 + p−d
p−1∑
a=1

∑
bmod p, p∤F (b)

ep(aF (b))

= p−d(p− 1)Np(d) + p−d(−1)(pd −Np(d)) = p1−dNp(d)− 1 ,

ïîñêîëüêó
m−1∑
a=1

em(an) = −1 , (B.5)

äëÿ ëþáûõ n,m ̸= 0 òàêèõ, ÷òî (m,n) = 1. Ïîýòîìó
∑1

t=0 p
−dtSpt(0) =

p1−dNp(1).
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ k ≥ 1

k∑
t=0

p−dtSpt(0) = p(1−d)kNp(k) .

Äàëåå èìååì,

Spk+1(0) =
∑

amod pk+1

∗ ∑
bmod pk+1

epk+1(aF (b)) = Σ1 +Σ2 +Σ3 ,
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ãäå

Σ1 :=
∑

amod pk+1

∗ ∑
pk+1|F (b)

1 = pk(p− 1)Np(k + 1) ,

Σ2 :=
∑

amod pk+1

∗ ∑
F (b)=lpk

ep(al) = −pk(pdNp(k)−Np(k + 1)) ,

Σ3 :=
∑

amod pk+1

∗ k−1∑
s=0

∑
F (b)=lps

epk+1−s(al) = 0 ,

ñ íåíóëåâûì l = l(b) òàêèì, ÷òî p ∤ l. Ðàâåíñòâà âûøå ïîëó÷àþòñÿ ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè (B.5).

Òàêèì îáðàçîì,

Spk+1(0)

pd(k+1)
=

pk+1Np(k + 1)− pd+kNp(k)

pd(k+1)
=

Np(k + 1)

p(d−1)(k+1)
− Np(k)

p(d−1)k
,

÷òî çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè è äîêàçûâàåò (B.2).
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